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Zusammenfassung

Die Ermittlung des PageRank wird traditionell als Eigenwertproblem gesehen, das
mithilfe der Potenzmethode gelost wird. Ein Eigenwertproblem ist jedoch ein linea-
res Gleichungssystem, das sich auch auf andere Weise 16sen léasst. Hier werden einige
Eigenschaften dieses Gleichungssystems gezeigt und ein einfacher Algorithums vor-
gestellt, mit dem das System schnell gelost werden kann.

AuBlerdem wird anhand des Gleichungssystems die Stabilitdt der Losung durch Ab-
leitung nach « ermittelt.



Kapitel 1

Konventionen und Einfiihrendes

Diese Ausarbeitung baut auf die Arbeit von Christian Abramowski [1] auf, dort wird insbe-
sondere auf den Ursprung der hier verwendeten Matrizen P, P und P eingegangen. Daher ist
zumindest ein Uberblick dariiber unbedingt erforderlich, um zu verstehen, was hier gemacht
wird.

Ausgehend von der in [1] hergeleiteten Gleichung des Potenzverfahrens, werden hier folgende
Bezeichnungen verwendet, weil sie Konvention in der Hauptquelle [3] sind:

P:=Q7, P:=Q7, P .= QT

AuBerdem wird die Einheitsmatrix mit I, die Transponierte einer Matrix A mit AT und der
Vektor (1,1,...,1)” mit e bezeichnet.
Damit ergeben sich folgende Gleichungen, die im ganzen Dokument benutzt werden:

P:P+avT, vTe:L Pe =,
P=aP+ (1—a)ev’, P = 7L, Pe = e,
nle=1

1.1 Definitionen und Hilfssitze

Auflerdem fiithre ich noch folgende Begriffe ein, die in den Vorlesungen Lineare Algebra und
Analysis in dieser Form nicht behandelt wurden:

1. Eine reelle Matrix A heifit nichtnegativ, wenn jeder ihrer Eintrige nichtnegativ ist:
A>0:4= Vi,j:a;; >0
(Analog: positiv, negativ, nichtpositiv.)
2. Der Spektralradius p einer Matrix A ist der grofite Betrag der Eigenwerte der Matrix A:

p(A) = max [Ai(A)]

1<i<n

3. Die co-Norm einer Matrix A ist die grofite absolute Zeilensumme der Eintrédge von A:

1<i<n

n
4]0 := max > ||
=1

U.a. gilt damit: ||A]|c > p(A).



Lemma 1 (Neumann-Reihe). Fiir eine n x n-Matriz A mit ||A]| < 1 (oder p(A) < 1) gilt,
falls (1 — A)~! existiert:
k=0

Beweis. Wegen ||Al|o < 1 (oder p(A) < 1) konvergiert die Summe. Multiplikation der Gleichung
mit (I — A) ergibt:

I=(1-A)" ZAk )I—A

= iAk(I —A) = Z(A’f — AR
k=0

k=0
=A0 Al A A% A2 A3

=1

Lemma 2. Fir eine n x n-Matriz B und r € R mit p(B) < r gilt:
v1-B) =S ey
r r
LB (sodass p(A) < 1) ergibt:

=1
I—fB Z;

k=0

Bewets. Lemma 1 mit A :=

rI—B=r(I-1B), also (rI-B)"'=1(1-1B)"! O

Definition 3 (aus [4]). Eine Matriz A € GL,(R) heiffit M-Matriz,
wenn Vi # j :a;; <0 und A71 > 0.

Satz 4. A M-Matrizc <= 3B >0,r>p(B): A=rI—-B

Beweis. ,=“: Sei also A M-Matrix, r := max |a;].
1<i<n

= B:=7[-A>0und A~! = (rI — B)~! (nach Lemma 2)
»<=“: Sei also A =rI— B mit B> 0 und r > p(B).
= JAH AT > 0,0 <OVi £ j
= A M-Matrix. O



Kapitel 2

Das lineare GGleichungssystem

2.1 Herleitung des LGS

Zuerst wird die Gleichung des Potenzverfahrens in das dazugehorige lineare Gleichungssystem
umgeformt:

7l =7l (aP + (1 — a)evl)
7l =aTaP + 7 (1 — a)ev!
Il —alaP =1 -a)xlevl
=1
7l (I—aP)=(1-a)vl

Im Folgenden wird die Koeffizientenmatrix I — oP untersucht.

2.1.1 Eigenschaften der Koeffizientenmatrix

Die Koeffizientenmatrix A := I — aP hat folgende Eigenschaften:
1. A ist M-Matrix (nach Satz 4).

2. A reguldr (nach Definition 3, M-Matrix).

3. Die Zeilensummen von A sind 1 — a.
Ae=(I—aP)e=Ie—a Pe = (1—ae
~~
=e

4. ||Allcc = 1 + a, falls es mindestens einen Nicht-Endknoten gibt (a # e):

Die Diagonaleintriige von P sind 0, deswegen sind die Diagonaleintrige von A gleich 1. In
jeder Zeile von A steht sonst in Summe —c«. Der Absolutwert ist deswegen 1 + a.

5. A~1 >0, weil A M-Matrix ist.

6. Die Zeilensummen von A~! sind ﬁ:

Ale=2z | (1 —a)A
(I1-—a)e=(1-a)Ax
=A(l - o)z



Nach 3. ist damit (1 — a)z =e, also z = e

Deswegen ist [|[A™! o = 12

7. Die Konditionszahl roo(A) := ||Al|s|[A7||oc von A ist =2, nach den Punkten 4 und 6.
Was eine Konditionszahl ist und warum sie berechnet w1rd w1rd noch ausfiihrlich in Ab-
schnitt 3 ab Seite 7 behandelt.

2.2 Ubertragen auf P

Wie bei der Berechnung des Eigenwertes, ist es auch hier méglich, anstelle der Matrix P mit der
Matrix P zu arbeiten:

al(I—aP) = (1—a)v
7l (I—aP —aavl) = (1 — a)v
ml(I—aP)=(1—-a+axla)’

~—

T
T

(1 - aP) =

Da «y quasi einen beliebigen Wert annehmen kann (die Summe der Komponenten von 77, die
zu einem Endknoten gehoren) ldsst sich nach [3, Seite 13] fiir v ein beliebiger Wert wihlen, fiir
diesen 77" berechnen und dann bei Normierung 77e = 1 den gleichen Wert den gleichen Wert
erhalten. Als Wahl bietet sich daher v =1 an.

2.2.1 Eigenschaften des vereinfachten Systems

Die Eigenschaften 1. bis 5. lassen sich direkt iibertragen, bei den anderen Eigenschaften dndert
sich Folgendes:

6. Die Zeilensumme in (I — aP)~! ist 1 fiir Endknoten (von I) und kleiner oder gleich
fiir die anderen Knoten.

1+a

7. Die Konditionszahl ko (I —aP) ist deswegen kleiner oder gleich 72, also potentiell besser.

8. Wenn ¢ einen Endknoten représentiert, steht in der ¢-ten Zeile der ¢-te Einheitsvektor e;.

Auswirkungen auf die Losung des Gleichungssystem

Durch Eigenschaft 8. ldasst sich das Gleichungssystem

(I - aP) =
durch Umsortieren der Koeffizientenmatrix nach Endknoten und Nicht-Endknoten vereinfachen:
NE E
P = NE P11 P12
E 0 0

~T—aP = <I OéPH —aP12>

( I — CtPH (I - aP11)1P12>

= (I—-aP)” 1

(I- aP)
(viI—aPu) | avi(I—aPy) "Pia+10] ),



wenn 7 und v1 in Nichtendknoten- (7 bzw. v) und Endknotenanteil (71 bzw. v1) zerlegt

werden.
I — aP1; erbt viele Eigenschaften von I — aP, insbesondere sind beide Matrizen regulér.

Der Algorithmus, der sich daraus ableitet, ist also:
1. 7¥ in 7f (I — aP11) = vI berechnen.
2. 11 = arl P12 + v1 berechnen.
3. 7l = m[ﬂf 73] normieren.

Damit lésst sich das lineare Gleichungssystem der ,,California“-Beispielmatrix [2] von der
Grofle 9664 x 9664 auf 5132 x 5132 fiir den ersten Schritt reduzieren, bei Verbesserung des
Verfahrens (laut Meyer [3, Seite 15]) sogar auf eine Gréfle von 2622 x 2622 (siche Abbildung
2.1).
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Abbildung 2.1: Hyperlinks aus der California-Matrix: links unsortiert, rechts sortiert.
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Stabilitidt der Losung

Im vorherigen Kapitel wurde im Rahmen der FEigenschaften der Koeffizientenmatrizen schon
auf die Konditionszahl eingegangen, die als k(A) = ||A||oo||A7Y|oo fiir eine regulire Matrix A
definiert ist. Die Konditionszahl x(A) ist der Faktor, um den eine Verédnderung an A héchstens
verstirkt wird. Die Kondition bezieht sich damit auf Anderungen an den Eingangsdaten (also
der Hyperlinkstruktur).

Die Anderungen an der Matrix A, die im Folgenden betrachtet werden, sind Anderungen von
a. Durch Wahl von « in ]0, 1] ldsst sich die ,, Teleportations*“wahrscheinlichkeit, also die Wahr-
scheinlichkeit, dass der ,random surfer” zu einer zufilligen Seite wechselt, modellieren. Je nach
Wahl von « ergibt sich so ein PageRank, der sich stérker an der tatsidchlichen Hyperlinkstruktur
orientiert oder einer, der den Personalisierungsvektor v stéirker beriicksichtigt. Dass o damit
mafgeblichen Einfluss auf die Konvergenz der Potenzmethode hat, wird in [1] behandelt; hier
geht es um die Stabilitét des PageRank fiir verschiedene Werte von «, also eine Anderung am
Algorithmus.
Dazu wird der PageRank-Vektor 77 auf Differenzierbarkeit nach o untersucht, abgeleitet und
die Ableitung schliefilich abgeschétzt.

3.1 Differenzierbarkeit

Satz 5 (Satz von Perron-Frobenius, aus [4]). Fir A € R™™ > 0 irreduzibel gilt:
(1) X\ = p(A) ist Figenwert von A und A > 0.
(2) Die algebraische Vielfachheit von X ist 1.
(8) Jx > 0 mit Ax = \x.

(4) Az > 0 mit Ax = Az, ||z||1 = 1, alle anderen Eigenvektoren haben mindestens eine
negative Komponente.

Satz 6. 77 (a) = +———(Di(a),...,Dy()) mit D;(a) i-ter Hauptminorendeterminante
> Di(a)
i=1 —

(= det(I—P)y;), also die Diagonalelemente von adj(I — P(a)).
Damit besteht 71 aus Summen und Produkten aus P() und ist damit auf )0, 1] nach o differen-
zierbar.

Aus Ubersichtlichkeitsgriinden werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:
P:=P(a), 7 :=n"(a), D;j:=Dj(a), A:=I—P

Beweis. Perron-Frobenius sagt: 7! ist einziger Eigenvektor von P zum Figenwert 1. Deswegen
ist rg A = n — 1; auBerdem sind 77 und e Eigenvektoren von A zum Eigenwert 0.



Da A-adjA =adjA-A =det A 1= 0,xn, sind die Zeilen von adj A Vielfache von 77 und die
Spalten Vielfache von e, also

adjA =k -en’fiir ein k € R, k # 0.

Aber [adjA];, = D;, damit sind die 77 = D;/k Vielfache von D; und k ergibt sich aus der
Normierung 7le = 1.
]

3.2 Berechnen der Ableitung

Zur Erinnerung;:

do do
T T
= dﬂdo(éa) P+ (1-a) Wdo(z )evT +7l(a) - (P —evl)
~0
7 _
d do(z )(I —aP) =77 (a)(P — ev?)
7 (a _ _
d do(z ) =7l (a)(P —evl)(I— aP)™!

Komponentenweise ist es dann

dﬂ']T(a)

e 7 (a)(P — evT)(I — aP)le;.

3.3 Abschitzen der Ableitung

Das Abschitzen der Ableitung geschieht in zwei Teilen, zuerst werden die einzelnen Komponen-
ten abgeschétzt und dann der gesamte Vektor.
Vorweg noch eine Abschitzung, die fiir beide Abschnitte gebraucht wird:

77 (@) (P = ev')||1 < [l (a)P[l1 + [|7" (a)ev Iy

3.1
<141=2 (3:1)
3.3.1 Komponentenweise Abschitzung
Lemma 7 (Holder-Ungleichung). Fiir x € e+ (also x mit x7e =0) gilt:
YAER: 2Tyl = 2T (y — Ne)|
< [lzll1lly — e[loo
< HQU‘ ’1 Ymaz ; Ymin
Ymin UNA Ymaz Sind dabei minimale und die mazximale Komponente von y.
JE\niI]Eg lly — Ae||oo = w (Das Minimum wird bei A = W erreicht.)
€



Fiir y = (I — aP)~le; ergibt sich:

dm;(a)

e | = |7TT(a)(P —evl)(1- af’)flej’

< I (@) = e (L e

< Ymaz — Ymin nach Gleichung (3.1)

Aus (I —aP)~! > 0 folgt: Ymin > 0.
Weiterhin gilt:

Yonaw < max [(T— aP) "], < 11— aP) 7 |oc

i,
_ 1
=||(I — aP) el =
10— aP) el =
Also:
d?T,f(Oz) 1
da 1—-«

3.3.2 Abschitzung des ganzen Vektors

drT ()
do

= |7 (@)(P = ev")(I - aP) ||

<[ (@)(P = ev))lloo - 1T = aP) 7 lo

1 2
< 2. =
- l—«o l—«o

3.3.3 Fazit

Bei beiden Abschétzungen taucht der Faktor ﬁ auf, der fiir @ =~ 1 sehr grof} ist. Daher ergibt
sich auch hier, dass 7! fiir a-Werte nahe 1 nicht gut abschitzen lésst.



Kapitel 4

Ausblick

Seit 2004 wird die Berechnung des PageRank auch als lineares Gleichungssystem betrachtet,
deswegen konnen zukiinftige Verbesserungen am Algorithmus nun aus zwei Bereichen schopfen:
Markowketten und linearer Algebra. Das Ziel der Suchmaschinenentwicklung ist jedoch klar:
Personalisierte Suchergebnisse in Echtzeit. Davon ist man aber noch sehr weit entfernt: Friiher
liel Google den PageRank einmal pro Woche neu berechnen, inzwischen ist das nur noch einmal
im Monat moglich; und das, obwohl sich fast alle grofleren Seiten jede Woche dndern.

Quasi auBen vor gelassen wurde der Personalisierungsvektor v!. Er taucht zwar in der ge-
samten Herleitung auf, wird hier jedoch nur zum Beweis, dass es mit ihm geht, mitgeschleppt.
Google benutzt ihn etwa zur Abwehr von sog. Linkfarmen, die versuchen, den PageRank von
bestimmten Webseiten durch massiven Einsatz von Links kiinstlich in die Hohe zu treiben. Aller-
dings konnte man jedem Nutzer — falls es durch neue Berechnungsmethoden irgendwann so weit
ist — einen eigenen Vektor zuordnen und damit Einfluss auf die Reihenfolge der Suchergebnisse
nehmen. Dadurch liefen sich dem Nutzer die fiir ihn relevantesten Suchergebnisse liefern — oder
sehr gezielte Werbung.

Wegen der Kiirze wurden auch Beweise, etwa fiir die Holderlin-Ungleichung oder den Satz
von Perron-Frobenius, ausgespart.

Danksagungen An dieser Stelle mochte ich mich bei meinem Betreuer Georg Vossen fiir die
Unterstiitzung bedanken.

Letzte Anderung am 22. Februar 2008.
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