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Kapitel 1: Das Magnetfeld stationdrer Strome Grundlagen der Elektrotechnik I1

1 Das magnetische Feld stationarer Strome

1.1 Grundlagen

Im magnetischen Feld werden auf Eisen, Kobalt, Nickel oder deren Legierungen Kréfte aus-
geiibt. Magnetische Eigenschaften konnen auf diese Materialien iibertragen werden. Die Kraf-
te zwischen den unterschiedlichen Magnetpolen erinnern an Kréfte zwischen elektrischen
Ladungen. Allerdings ist keine Trennung der Pole moglich. Das magnetische Feld kann durch
Feldlinien (Kraftlinien) dargestellt werden. Die Richtung der Feldlinien ist durch eine Mag-
netnadel feststellbar. Es wurde willkiirlich festgelegt, daB der Nordpol die positive Orientie-
rung der Feldlinien anzeigt. Experimente zeigen, dal3 die magnetischen Feldlinien geschlos-
sen sind. Es existieren offensichtlich keine Quellen und Senken des Magnetfelds. Es handelt
sich demnach um ein Wirbelfeld.

Magnetit oder Magneteisenstein FeO-Fe,Os war bereits im Altertum als Ursache magneti-
scher Kraftwirkungen bekannt und wurde wahrscheinlich nach dem Fundort Magnesia in
Kleinasien benannt. Thales von Milet (624-546 v. Chr.) berichtete als erster liber die anzie-
hende Wirkung des ,,Magnetsteins® (und auch iiber die elektrische Anziehung des Bern-
steins). In China gehen erste Kenntnisse magnetischer Wirkungen bereits auf das 6. Jh. v.
Chr. zuriick. Guang Zhong berichtet als Zeitgenosse von Thales iiber die wunderbaren mag-
netischen Wirkungen. Im 3. Jh. vor Christus wurden Loffel aus Magnetit, deren Stiel sich
nach Siiden ausrichtete, fiir magische Zwecke verwendet. Fiir Navigationszwecke waren sie
allerdings nicht brauchbar.

Erstmals wird von Alexander Neckam (1157-1217) {iber die Nutzung von Magnetnadeln zur
Navigation berichtet. Der Kreuzritter Peregrinus berichtet um 1270 iiber die Kraftwirkungen
gleichnamiger und ungleichnamiger Pole und {iber das Entstehen von Teilmagneten mit un-
gleichnamigen Polen bei Teilung eines Magneten. AuBBerdem gibt er technische Konstrukti-
onsdetails verschiedener KompaBarten an. William Gilbert (1544-1603) entdeckt das Magnet-
feld der Erde.

1820 entdeckt Hans Christian Oerstedt (1777-1851) die magnetische Wirkung des elektri-
schen Stromes (Elektro-Magnetismus). Ebenfalls 1820 berichtet André Marie Ampere (1775-
1836) iiber die Kraftwirkung stromdurchflossener Leiter aufeinander. Seine ,,Elementar-
stromhypothese* fiihrt alle magnetischen Erscheinungen auf elektrische Strome zuriick. Ins-
besondere wird die Wirkung der Materie durch Molekularstrome beschrieben. 1831 be-
schreibt Michael Faraday (1791-1867) den Induktionseffekt und 1834 den Effekt der Selbst-
induktion. James Clerk Maxwell (1831-1879) entwickelt 1864 seine Theorie des elektromag-
netischen Feldes und faBt diese 1873 in seinem Lehrbuch ,,A Treatise on Electricity and
Magnetism* zusammen. Er sagt die Existenz ,,Elektromagnetischer Wellen* voraus, die 1888
von Heinrich Hertz (1857-1894) experimentell nachgewiesen werden. Mit der Idee zur Dy-
namomaschine (1867) legt Werner von Siemens (1816-1892) den Grundstein fiir die elektri-
sche Energietechnik.

1.2 Die magnetischen FeldgréBen

Beim elektrischen Feld und beim stationdren Stromungsfeld existieren jeweils zwei vektoriel-
le FeldgréBen, die durch die Materialgleichungen miteinander verkniipft sind. Das stationdre
magnetische Feld wird ebenfalls durch zwei vektorielle Feldgroen beschrieben:

Magnetische FluBdichte, magnetische Induktion: B, [E] =1Wsm™ =1T (Tesla),
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Kapitel 1: Das Magnetfeld stationdrer Strome Grundlagen der Elektrotechnik I1

magnetische Feldstirke: A, [H ]= 14m™ .

Im freien Raum gilt exakt der Zusammenhang

B=u-H. (1.1)
Dabei ist

Lo =47 107 VsA'm™ (1.2)

die Permeabilitidtskonstante des freien Raumes. Fiir lineare, isotrope Materialien lautet die
Materialgleichung:

B=u-H=p, -y, -H. (1.3)

4, ist die relative Permeabilititskonstante des Materials. Materialien fiir die x, <1 gilt,
werden als diamagnetische Materialien bezeichnet. Gilt g, > 1, handelt es sich um para-
magnetische Materialien. In beiden Fillen gilt x, ~1.

Ferromagnetische Materialien wie Eisen, Kobalt, Nickel und deren Legierungen zeigen einen
sehr ausgeprigten Paramagnetismus. Fiir diese gilt z, >>1, wobei wegen des stark nichtline-

aren und auch anisotropen Verhaltens, die lineare Materialgleichung (1.3) nur eine sehr be-
grenzte Gliltigkeit hat. Eine ausfiihrliche Darstellung der magnetischen Materialeigenschaften
folgt in Kapitel 1.7.

1.3 Die magnetische Induktion als kraftvermitteInde GréB3e

1.3.1 Kraft auf bewegte Ladungstrager, Lorentzkraft

Im magnetischen Feld wird eine Kraft auf bewegte Ladungstrager ausgelibt, die nach ihrem
Entdecker als Lorentzkraft bezeichnet wird. Das Experiment zeigt, da3 die Induktion die
Kraft vermittelnde GroBe ist. Unter der Voraussetzung v << c liefert das Experiment (vgl.
Abbildung 1.1) folgende Ergebnisse:

o F~q,F~B F~v

e F~sina

e Richtung von F senkrecht zu der von B und v aufgespannten Ebene. Der positive
Richtungssinn ergibt sich dabei aus der Bewegung einer Rechtsschraube wenn v in
Richtung B gedreht wird. Die Ergebnisse konnen wie folgt zusammengefalt werden:

F=q-5xB). (1.4)

N

\'%
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Kapitel 1: Das Magnetfeld stationdrer Strome Grundlagen der Elektrotechnik I1

Abbildung 1.1: Lorentzkraft auf bewegten Ladungstriger

Die Lorentzkraft wird beispielsweise bei der Fernsehbildrohre zur Ablenkung eines Elektro-
nenstrahls genutzt. In Abbildung 1.2 ist das Funktionsprinzip dargestellt. Die Kathode emit-
tiert thermische Elektronen. Diese werden aufgrund des elektrischen Feldes zwischen Anode
und Kathode in Richtung auf die Anode beschleunigt. Durch die Offnung im Zentrum der
Anode wird ein fokussierter Elektronenstrahl mit der mittleren Elektronengeschwindigkeit v
erzeugt. Nach Durchlaufen der Potentialdifferenz zwischen Anode und Kathode besitzen die
Elektronen die kinetische Energie

Wy=%+m, -v>=|d-U,, (1.5)

el

unter der Voraussetzung, dal v << ¢ gilt. Daraus folgt mit der Elektronenmasse
m, =0911-10"kg und der Elektronenladung |¢=1,6-10""As fiir die Elektronenge-

schwindigkeit:

v=_|2

(1.6)

Die Ablenkung des Elektronenstrahls erfolgt durch Uberlagerung von Magnetfeldern zweier
Ablenkspulen, die so angeordnet sind, daB B_ die Ablenkung in x-Richtung und By die

Ablenkung in y-Richtung bewirkt. Die Elektronen treffen gezielt auf die gewiinschte Position
des Bildschirms, geben ihre kinetische Energie ab und bewirken damit das Aufleuchten eines
Bildpunkts. Sie werden danach von der Hilfsanode ,,eingesammelt*.

Ablenkspule in x-Richtung y

Hilfsanode o
~ Bildschirm
Uah

Abbildung 1.2: Funktionsprinzip einer Fernsehbildrohre

1.3.2 Kraft auf einen stromdurchflossenen Leiter im homogenen Induktionsfeld

Die Kraft auf stromdurchflossene Leiter riihrt offensichtlich von der Kraft auf bewegte La-
dungstriger her, denn es existiert keine entsprechende Kraftwirkung auf nicht vom Strom
durchflossene Leiter.
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In Abbildung 1.3 ist ein Ausschnitt eines langgestreckten, stromdurchflossenen Leiters darge-

stellt. Die Ladungstrager bewegen sich mit der mittleren Geschwindigkeit v langs des Lei-
ters. Auf die Ladungstriger im Leiterabschnitt ds wirkt damit eine Kraft

dF":dQ-(\?xE):dQ-(deEXE’j. (1.7)
S
Mit |\7| = % folgt:

_ d - _
dF:d—? (dsxB)=1 (d5xB). (1.8)

S

%

& d >t

T

Abbildung 1.3: Langgestreckter stromdurchflossener Leiter im Magnetfeld

Die Kraft auf ein Leiterelement der Lange ds wirkt senkrecht zur Achsrichtung des Leiters,
die in positiver Stromrichtung positiv gezéhlt wird und senkrecht zum Vektor der Flu3dichte.
Fiir einen langgestreckten Leiter der Lange /, der von einem Strom / durchflossen wird, ergibt
sich damit die Kraft:

F:I-(ixé)mitizzj—s (1.9)
N

Als Beispiel ist in Abbildung 1.4 ein stromdurchflossener Leiterstab im Luftspalt einer elekt-
rischen Maschine dargestellt. Mit der Leiterstablinge / = /0cm, der Induktion im Luftspalt
Br = 0,5 Tund dem Leiterstabstrom 7 = /0 A4 ergibt sich als Kraft auf den Leiterstab:

F=\F\=

17 BX =104-0,lm-0,5Vsm™ =0,5Wsm™ =0,5N .
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N

™A

S

Abbildung 1.4: Leiterstab im Luftspalt einer elektrischen Maschine

1.3.3 Kraft zweier stromdurchflossener, paralleler Leiter

Ampere hat gezeigt, daf jeder elektrische Strom mit einem Magnetfeld verkettet ist. Daraus
folgt, dal stromdurchflossene Leiter Krifte aufeinander ausiiben, da sich jeder Leiter im
Magnetfeld befindet, das von dem oder den anderen Leitern erzeugt wird.

B
~—a " [
4>j’ \C<7
I, I

Abbildung 1.5: Experiment zur Bestimmung der Kraft, die zwei lange, parallele Leiter
aufeinander ausiiben.

Diese Kraft soll mit einem Experiment gemd3 Abbildung 1.5 bestimmt werden. Beide Leiter
seien starr, sehr lang und der Abstand der Leiter sei hinreichend klein (1>>a), so da3 die Wir-
kung der Stromzufiihrung auf die Leiter vernachldssigt werden kann. Leiter 2 befindet sich im
Induktionsfeld, das von Leiter 1 erzeugt wird und umgekehrt. Verschwindet einer der Leiter-
strome, zeigt das Experiment keine Kraftwirkung. Sind die Strome gleich gerichtet, ziehen
sich beide Leiter an. Bei entgegengesetzter Stromrichtung stofen sich beide Leiter ab. Fiir
beliebige Strome ergibt das Experiment

[
F:ﬂoﬁll'lza (1.10)

wobei eine anziehende Kraft positiv gezihlt wird.

Das Experiment zeigt, daB3 die vom Leiter 1 herriihrende Induktion E; senkrecht auf Leiter

zwei steht und in die Zeichenebene hineinweist (vgl. Abbildung 1.5). Daraus folgt nach (1.9)
eine anziehende Kraft auf Leiter 2:
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Kapitel 1: Das Magnetfeld stationdrer Strome Grundlagen der Elektrotechnik I1

F,=1,-1-B, (1.11)
Aus (1.10) folgt fiir die Induktion des Leiters 1 erzeugt am Ort des Leiters 2:
1
B, =y, ——. (1.12)
2w a

Untersucht man das Magnetfeld eines langgestreckten, stromdurchflossenen Linienleiters mit
einer Magnetnadel, so zeigt sich, daB3 die Induktionslinien konzentrische Kreise um die Lei-
terachse bilden. Der Vektor der magnetischen Induktion ist tangential gerichtet. Die Richtung
der Induktionslinien und die Stromrichtung bilden dabei eine Rechtsschraube( vgl. Abbildung
1.6). Daraus und mit (1.12) ergibt sich allgemein fiir das Magnetfeld eines langgestreckten
Leiters im Abstand r von der Leiterachse:

B(”):ﬂo#~ (1.13)

Abbildung 1.6: Induktionslinien um langgestreckten Leiter

Es soll nun als Beispiel die Kraft berechnet werden, die zwei langgestreckte, parallele
Leiterabschnitte im Abstand a=1m mit einer Lénge von I=1m aufeinander ausiiben, wenn sie
in gleicher Richtung jeweils vom Strom I=1A durchflossen werden. Mit (1.10) folgt:

2 2
! A=47-107 % 1A
2r-a 27 -1m

F=u, 1m=2-107¥:=2.10”'N (1.14)

Dies entspricht exakt der Versuchsanordnung zur Definition der SI-Einheit 1A der elektri-
schen Stromstarke.

M=1a "L=1a
mQ S

o oo

Abbildung 1.7: Zur Definition der Einheit der Stromstirke

Ein langgestrecktes, linienféormiges Leiterstiick (r<<I) kann iiber die Kraftmessung zur Mes-
sung der magnetischen Induktion verwendet werden. Nach (1.9) ist die Kraft maximal, wenn
Leiterachse und magnetische Induktion senkrecht aufeinander stehen. Demnach kann mit die-
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Kapitel 1: Das Magnetfeld stationdrer Strome Grundlagen der Elektrotechnik I1

ser Anordnung, die als Induktionswaage bezeichnet wird, die magnetische Induktion nach
Betrag und Richtung bestimmt werden.

Mit der Induktionswaage kann nun das Feld der magnetischen Induktion fiir interessierende
Leiteranordnungen experimentell untersucht werden. Beispielhaft soll das Feld einer Zylin-
derspule in Luft, wie sie in Abbildung 1.8 im Querschnitt dargestellt ist, untersucht werden.
Es handele sich um eine kreisformige, eng und gleichmifig bewickelte Zylinderspule mit
Zylinderradius R. Der Leiterquerschnitt sei im Vergleich zum Zylinderradius vernachldssig-
bar (r<<R). Die Wicklung mit Windungszahl n verteilt sich gleichméBig auf die Lange 1 der
Spule. Unter diesen Voraussetzungen spricht man von einer idealen Zylinderspule.

In der Wicklung flieBe der Spulenstrom I. Das Experiment mit der Induktionswaage ergibt:

e Im Innern ist das Induktionsfeld ndherungsweise homogen. Die z-Komponente der Induk-
tion ist ndherungsweise konstant. Alle weiteren Komponenten verschwinden néherungs-
weise: B, ~ const, B, ~ B, ~0. Die Stromrichtung in der Windung und der Induktions-

vektor bilden eine Rechtsschraube.

e Das Induktionsfeld im Auflenraum ist ndherungsweise vernachlédssigbar: B, = 0.

e Fiir die z-Komponente der Induktion in der Spule ergibt sich durch Variation der Parame-

ter: B, ~1, B, ~n, B, ~;. Daraus folgt B, ~n7]

e Als Proportionalititskonstante wird g, ermittelt. Damit folgt fiir die magnetische Induk-
tion im Spuleninnern:
5 n-l
[

B, =(0,0,B.), B, = 1, (1.15)

Abbildung 1.8: Zylinderspule
Betrachtet man (1.15), so ist das Induktionsfeld im Innern der Spule von einem Term

_n-l

)

I (1.16)
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(o)

I!

Abbildung 1.9: Ersatz des Wicklungsstroms durch einen Flichenstrom

abhingig. Die Windungszahl kann frei gewidhlt werden, wenn nur das Produkt n-/ unverin-
dert bleibt, und wenn der Strom moglichst gleichverteilt auf der Zylinderoberfldche in einer
sehr diinnen Wicklungschicht flieBt. Denkbar ist, daB der Strom in einer sehr diinnen Leit-
schicht mit einer Windung auf der Zylinderoberflache flieB3t, wie dies in Abbildung 1.9 darge-
stellt ist. Der Wicklungsstrom wird hier durch einen Flachenstrom in der Leitschicht mit der
Flachenstromdichte I (Dimension: Strom pro Linge) identisch ersetzt und es gilt damit:

B, =ul', [I'|=14m™. (1.17)

Ein Zylinder mit einem Flachenstrom der Flachenstromdichte I° auf dem Zylindermantel ist
offensichtlich ein geeignetes Modell fiir eine ideale Zylinderspule.

Abbildung 1.10 zeigt die Darstellung des Feldlinienbildes einer Zylinderspule, wie es sich mit
Eisenfeilspinen gewinnen ldBt. Im AuBeren gleicht das Feld dem Induktionsfeld eines Stab-
magneten. Die Induktion ist allerdings erheblich niedriger als im Innenraum.

<
¢
<
¢

% ® ® ®

Abbildung 1.10: Feldlinienbild der Zylinderspule
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Kapitel 1: Das Magnetfeld stationdrer Strome Grundlagen der Elektrotechnik I1

1.3.4 Drehmoment auf eine stromdurchflossene Leiterschleife im homogenen Mag-
netfeld

Gemal Abbildung 1.11 wird eine stromdurchflossene, rechteckige Leiterschleife, die um eine
Achse drehbar ist, in ein homogenes Magnetfeld gebracht. Die Kréfte auf die Rechteckseiten
der Léange 1 sind nach (1.9) entgegengesetzt gerichtet und von gleichem Betrag:

‘F‘=[—‘7x§‘=l-l-3, da I1B.

Fiir das Drehmoment um die Drehachse folgt:

b

‘MD‘=2-F'-§=F~b~|cos(90°—8)|=F-b-|sin8

M p|=1-1-b-B-[sin9|=1-4-B-[sin9]. (1.18)

A\ 2

,_?
v
ool

Drehachse

Drehachse
Abbildung 1.11: Leiterschleife im homogenen Magnetfeld

A N

Mb
A

Abbildung 1.12: Drehmoment als Vektor

Experimente mit verschiedenen Flidchen der Leiterschleife zeigen, dafl das Drehmoment nicht
von der Form der Fliche sondern lediglich von der Fliche abhéngig ist. Wird das Drehmo-
ment als Vektor aufgefalt, der gemall Abbildung 1.12 rechtsschraubend mit der Drehrichtung

verkniipft ist, und ist der Flichenvektor 4 im Sinn einer Rechtsschraube mit dem Strom ver-
kniipft, dann versucht sich der Fliachenvektor in Richtung des B -Feldes zu drehen und es gilt:
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M, =1-(AxB). (1.19)

Prinzip der Drehfeldmaschine

Aufgrund des wirkenden Drehmoments versucht sich die Normale der Leiterschleife in Rich-
tung des Magnetfeldes einzurichten. Mit einem Drehstromsystem oder im Gleichstromfall mit
einem Stromwender (Kommutator) kann ein Induktionsfeld erzeugt werden, das sich um die
Spulenachse dreht. Man spricht von einem Drehfeld. Wird die Achse der Leiterschleife nicht
gebremst, dreht sie sich mit dem Magnetfeld. Wird die Achse der Leiterschleife gebremst,
stellt sich ein Winkel ¢ (Polradwinkel) zwischen Schleifennormalen und Induktionsfeld so
ein, dafl Antriebsmoment und Bremsmoment im Gleichgewicht sind:

My,=-Myz=n-1-4-B-sin$=K-1-B-sind (1.20)

(1.20) beriicksichtigt eine Windungszahl n der Leiterschleife. Ublicherweise handelt es sich
nicht um eine Luftspule. Vielmehr wird das Induktionsfeld in einem Luftspalt zwischen Stén-
der und Rotor einer elektrischen Maschine erzeugt. Unabhéngig davon gilt (1.20) prinzipiell.
Der Faktor K ist dabei eine konstruktionsabhdngige Konstante.

B Q!

AN

®

Abbildung 1.13: Polradwinkel & bei Belastung der Leiterschleife mit einem Bremsmo-
ment

Das maximal von der Maschine an der Achse abgegebene Moment ergibt sich fiir den Pol-
radwinkel ¢ = 90° und wird als Kippmoment
My =K-1-B, M, =M, -sin9 (1.21)

Kipp Kipp

bezeichnet. Wird die Maschine {iber das Kippmoment belastet, bleibt der Rotor stehen, die
Maschine ,kippt“. Der Zusammenhang zwischen Polradwinkel und Drehmoment ist in
Abbildung 1.14 grafisch dargestellt. Fiir die von der Maschine gelieferte mechanische Leis-
tung ergibt sich, wenn mit @ die Winkelgeschwindigkeit des Drehfelds bezeichnet wird:
P=o-M,=0-M,, -sn3=P. -sing. (1.22)

Kipp Kipp

Die maximale von der Maschine gelieferte Leistung ergibt sich fiir 4 =90° (Kippleistung).
Wird mehr Leistung verlangt, bleibt der Rotor stehen. Wird der Rotor in Drehrichtung ange-
trieben, eilt der Rotor dem Drehfeld voraus, und der Polradwinkel wird negativ. Nach (1.22)
wird die gelieferte Leistung negativ, d.h., die Maschine nimmt mechanische Leistung auf und
liefert entsprechend elektrische Leistung. Damit wirkt die Maschine als Erzeuger elektrischer
Energie (Generator).
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Abbildung 1.14: Drehmoment in Abhiingigkeit vom Polradwinkel

Prinzip des DrehspulmefSwerks

Gemadl (1.18) ergibt sich fiir das Drehmoment einer Leiterschleife im homogenen Feld:
M, ~1I-sin$. Es liegt nahe, das Drehmoment zur Messung des Stromes in der Leiterschlei-

fe zu verwenden. Nachteilig ist die funktionale Abhédngigkeit des Drehmoments vom Dreh-
winkel 4.

In Abbildung 1.15 ist der prinzipielle Aufbau eines DrehspulmeBwerks dargestellt. Eine dreh-
bare Spule befindet sich im Luftspalt eines von einem Dauermagneten erregten Magnetkrei-
ses. Obwohl es sich um ein inhomogenes Magnetfeld handelt, ist der Betrag der Induktion im
Luftspalt ndherungsweise konstant, wenn man von der starken Inhomogenitdt zwischen den
Polen des Permanentmagneten absieht. Zudem steht der Induktionsvektor, unabhéngig vom
Drehwinkel der Spule, senkrecht auf dem Normalenvektor der Spulenfliche, solange der
Drehwinkel begrenzt bleibt.

Abbildung 1.15: Prinzipaufbau eines Drehspulmefwerks

Fiir die Kraft auf die Leiter des Spulenrahmens ergibt sich bei einer Windungszahl n:
‘F‘zn-z-‘ixﬁ‘:n-pz-z;. (1.23)
Daraus folgt fiir das Drehmoment:

i

=2-‘F‘-§=n-I~A~B. (1.24)

Wird jetzt eine Drehfeder angebracht, deren Federmoment M, =—c; -8 dem Drehmoment
entgegenwirkt, stellt sich ein Momentengleichgewicht ein
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M.+My=n-1-4-B—c.-9=0, (1.25)
und es ergibt sich der Drehwinkel 4 zu:

_n~A-B.

Cr

9

I=c-I. (1.26)

Der Drehwinkel ist proportional zum Strom durch die Drehspule. Dabei wird ¢ als die Emp-
findlichkeit des MeBwerks bezeichnet. Auf einer entsprechenden Skala kann der Strom abge-
lesen werden. Uber den ohmschen Widerstandes R,, der Drehspule kann die Spannungsmes-

sung auf eine Strommessung zuriickgefiihrt werden:

I=—. 1.27
» (1.27)

Der MeBbereich ergibt sich aus dem maximalen Drehwinkel &, , fiir die die Linearitit von

max ?

(1.22) noch hinreichend gewihrleistet ist:

1 ax ~ Yo _ o (1.28)
R, c

1.3.5 Der Hall-Effekt

Die Lorentzkraft macht sich in Leitern und Halbleitern durch den sogenannten Hall-Effekt
(E.H. Hall, 1855-1938) bemerkbar, der zu einer Spannung quer zum Stromfluf} fiihrt. In
Abbildung 1.16 ist ein diinner bandférmiger (Halb-)Leiter mit homogener Stromverteilung
dargestellt. Das Induktionsfeld B ist senkrecht zur Oberfliche des Leiters gerichtet. Die seit-
lichen Kontaktierungen sind auf Klemmen ausgefiihrt.

Unter Annahme positiver Ladungstriger bewegen sich die Ladungstriager mit der Geschwin-
digkeit v in Stromrichtung. Mit den gegebenen Orientierungen hat die Lorentzkraft nur eine
x-Komponente

F.=q-v-B, (1.29)

die die Ladungstriger zum rechten Rand hin ablenkt. Hierdurch entsteht eine entgegengesetz-
te elektrische Feldstdrke. Im stationdren Zustand kompensiert die elektrische Feldstirke die
Lorentzkraft:

q-E.=—q-v-B. (1.30)

Das elektrische Feld bewirkt die Hallspannung, die an den seitlichen Kontakten abgegriffen
werden kann:

U,=-E, -b=v-B-b. (131)

Bezeichnet man die Dichte der freien Ladungstrager im Leiter mit p ergibt sich fiir die Strom-
dichte J:

d9 _p-dt _p-dd-ds  ds _

Tdrdd didA di-ad Car

ooV, (1.32)
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Abbildung 1.16: Hall-Effekt

Damit folgt aus (1.31):

vy~ gy

118
p d-b-p p d

.B-b=

— wird als Hallkonstante bezeichnet. Sie charakterisiert die Leitungseigenschaft des Leiters
p

cernS3 ), so dal3

bzw. Halbleiters. Bei metallischen Leitern ist p sehr hoch, (z.B. p., ~14-10°

die Hall-Spannung sehr gering ist.

Beispiel fiir Cu: J = IOAZ, d=1lcm, B=0,2T, U, =143-10"V.
m

Bei Halbleitern ist die Dichte der Ladungstrdger erheblich niedriger als bei Leitern.
Beispiel: Niedrig dotiertes Silizium mit N =10"cm™, p=e-N, U, =1,25V.

Bei Halbleitern ist der Hall-Effekt um den Faktor 10°...10' groBer als bei Metallen. Hall-
Generatoren aus Halbleitermaterial werden zur Messung der magnetischen Induktion verwen-
det. AuBerdem konnen iiber den Halleffekt bei definiertem Magnetfeld die Ladungstrager-
dichten in Halbleitermaterialien bestimmt werden.

1.4 Die magnetische Feldstarke

Mit rdumlich sehr kleinen, idealen Zylinderspulen kann ein existierendes Magnetfeld lokal
kompensiert und damit auch charakterisiert werden (vgl. Abbildung 1.17). Die Kompensation
kann mittels einer Induktionswaage festgestellt werden. Offensichtlich muf3 die Spule so im
Raum orientiert sein, daf} sie ein Induktionsfeld erzeugt, das dem existierenden Induktionsfeld
entgegengerichtet ist. MaB3geblich fiir das von der idealen Zylinderspule erzeugte Magnetfeld
ist nach (1.17) die Flachenstromdichte I* auf dem Zylindermantel der Spule.

Das Magnetfeld im Punkt P wird offensichtlich durch die Stromdichte 7’ charakterisiert. /” hat
durch die Orientierung der Spule im Raum Vektorcharakter. Da die Spule das Feld kompen-
siert, ist die Richtung des Vektors entgegengesetzt zur Spulenrichtung. Die so definierte vek-
torielle Feldgrofle

H , mit \H\ =7 (1.33)
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wird als magnetische Feldstirke bezeichnet.

@

Abbildung 1.17: Lokale Kompensation des Magnetfelds mit einer idealen Zylinderspule

Im Vakuum und niherungsweise in Luft gilt der lineare Zusammenhang (1.1) zwischen In-
duktion (FluBdichte) und magnetischer Feldstérke.

Die magnetische Feldstiarke wird offensichtlich auf die felderzeugende Wirkung des elektri-
schen Stromes zuriickgefiihrt und wird demnach als Quantititsgrofie bezeichnet. Die magne-
tische Induktion wird hingegen durch die Kraft auf stromdurchflossene Leiter beschrieben.
Sie wird daher als Intensititsgrofie bezeichnet.

1.5 Das Durchflutungsgesetz

Der Zusammenhang zwischen der magnetischen Feldstirke und den felderzeugenden Stromen
wird in sehr einfacher Form durch das Durchflutungsgesetz beschrieben, das an Hand von
Abbildung 1.18 erldutert werden soll. Dort ist ein geschlossener Umlauf ¢ im Raum darge-
stellt, in den eine Fliche A eingespannt ist. Mehrere stromdurchflossene Leiter durchstof3en
diese Fliache. Der Strom I, durchstof3t einmal die Flache und ist offensichtlich mit der Rand-
kurve ,,verkettet”. Man zéhlt die Verkettung positiv, wenn die Umlaufrichtung der Randkurve
und die ,,DurchstoBrichtung™ des Stromes durch die Fliache eine Rechtschraube bilden, wie
dies bei I, der Fall ist. Der Strom I; ist demnach negativ mit ¢ verkettet. Der Strom I3 durch-
stoBt A zweimal, und zwar je einmal in positiver und in negativer Richtung. Er ist mit ¢ nicht
verkettet. Er kann herausgezogen werden, ohne daB3 ¢ gedffnet werden muB. Der Strom I4
durchstoBt A zweimal in positiver Richtung. Er ist demnach zweimal mit ¢ verkettet. Die vor-
zeichenrichtige Summe der mit ¢ verketteten Strome wird als Duchflutung ® bezeichnet. Fiir
die Abbildung 1.18 ergibt sich demnach:

©@=I1-1L+1,—1,-2-1,=1,—1,-2-1, (1.34)

Das Durchflutungsgesetz sagt nun aus, da3 das Umlaufintegral der magnetischen Feldstérke
iiber einen beliebigen geschlossenen Weg ¢ gleich der Durchflutung der Kurve c ist:

§i-ds=0. (1.35)
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Abbildung 1.18: Durchflutungsgesetz

Mit dem Durchflutungsgesetz kann nur in Fillen bestimmter Symmetrie die magnetische
Feldstirke bestimmt werden. Dies ist einsichtig, da (1.35) lediglich eine skalare Gleichung
darstellt, die Feldstérke jedoch ein Vektor mit 3 Komponenten ist.

Beispiel: Feld eines langgestreckten, kreiszylindrischen Leiters mit Radius R

Aus Experimenten mit Eisenteilspdnen bzw. mit Magnetnadeln weill man, daB3 die magn.
Feldlinien konzentrische Kreise um die Leiterachse bilden. Wahlt man einen dieser Kreise als

Randkurve ¢, sind A und ds in jedem Punkt der Kurve parallel (oder antiparallel) gerichtet.

Fiir das Skalarprodukt gilt damit auf der Kurve c: H-ds=H-ds.In Abbildung 1.19 wurde
die Randkurve so orientiert, dal} sich eine positive Durchflutung durch den Strom I ergibt.

Abbildung 1.19: Langgestreckter Leiter mit Feldlinien und gewihlter Randkurve

Aus Symmetriegriinden ist der Betrag von H in jedem Punkt der Kurve konstant. Zudem sind
H und der Wegvektor ds parallel gerichtet. Damit gilt aulerhab des Leiters (r > R) fiir das
Durchflutungsgesetz:

§A-ds=§H-ds=H, -pds=H, 22r=0=1I. (1.36)

Fiir die magnetische Feldstirke auBBerhalb des Leiters folgt damit:

HC=H(r)=2Lm,r>R. (1.37)

Innerhalb des Leiters gelten entsprechende Symmetriebedingungen, allerdings ist die Durch-
flutung © jetzt vom Radius r abhingig. Bei homogener Stromverteilung gilt fiir die Strom-
dichte im Leiter:

1
T-R*

‘j‘ — (1.38)
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Die Randkurve ¢ mit Radius r wird vom Strom
2
@:J-”.]/‘z :I.%
durchflutet. Damit gilt:

2

§ﬁ-d§=H.27zr=®=1-r—,
c R2

H(r)=1-——, r<R

27R?’

Fir »=R sind beide berechneten Feldstarken identisch.

A H(r)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

r

Abbildung 1.20: Magnetische Feldstirke eines langgestreckten Leiters mit Radius R
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1.6 Der magnetische FluB

Wir sind davon ausgegangen, dafl die magnetische Induktion keine Quellen oder Senken hat.
Die Induktionslinien sind demnach geschlossen. In einem Gedankenexperiment stelle man
sich jetzt Rohren vor, deren Mantel von Feldlinien der Induktion gebildet werden. Da die In-
duktion quellenfrei ist, umfassen sie immer die gleiche Anzahl an Induktionslinien.
Abbildung 1.21 zeigt eine derartige Rohre im Liangs- und im Querschnitt. Obwohl im statio-
ndren Magnetfeld keine Transportvorgénge stattfinden, dringt sich das Bild einer Stromung
auf, wenn man die Induktionslinien als Stromungslinien betrachtet. Tatséchlich spricht man
vom Induktionsflufi, teilweise auch magnetischer Flufl genannt (vgl. Kap. 5, Verschie-
bungsflufl). Die Dichte der Induktionslinien ist offensichtlich ein MaB fiir den FluB3 pro Quer-
schnittsfliche oder die FluBldichte. Da die Dichte der Induktionslinien gleichzeitig den Be-
trag der magnetischen Induktion darstellt, wird diese hdufig auch als magnetische FluBBdich-
te bezeichnet.

Abbildung 1.21: Feldrohren der magnetischen Induktion, Flufirohre

In Abbildung 1.22 wird der FluB3 durch ein kleines, ebenes Fliachenstiick betrachtet. Der In-
duktionsvektor wird in Komponenten normal und tangential zur Fliche zerlegt. Lediglich die
Normalkomponente trdgt zum Flu3 bei und es gilt fiir den magnetischen FluB A® durch das
Flachenstiick:

ACD:Bn-‘M‘:‘E‘-‘ﬂ‘-cosazg-ﬂ. (1.42)

Dabei ist der FluB3 positiv, wenn Flachenvektor und Induktionsvektor einen Winkel kleiner als
90° einschliefen.

Soll der FluB3 durch eine beliebige Fliche A bestimmt werden, wird die Flache in kleine, ebe-
ne Flachenelemente zerlegt, wie dies in Abbildung 1.23 fiir dreieckformige Flachenelemente
dargestellt ist. Deren FluBanteile gemaf3 (1.42) werden aufsummiert:

O~ Ad, =3 B Ad, (1.43)

i=1
Im Grenziibergang n— o werden die Fldchenelemente infinitesimal (A4, - 0) und die

Summe geht in das Flachenintegral des Vektors B iiber die Fliche A iiber:

= lim ZB AA,—”B -dA . (1.44)

n—0,A4; -0 <

Die Einheit des magnetischen Flusses ergibt sich zu

[4]=[8]-[4] =1§-m2 ~1Vs=1Wb (Weber). (1.45)
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Abbildung 1.22: Fluf3 durch ein ebenes Flichenstiick

Abbildung 1.23: Fluf3 durch eine beliebige Fliche

Beispiel: FluB einer idealen Zylinderspule in Luft mit Linge 1, Radius R, Strom [

¢=£jg.dg=£jg.dA=B.A=ﬂo."T".A%#.ﬂ.w

11600000
HA

B

Abbildung 1.24: Fluf} einer idealen Zylinderspule

In eine Randkurve ¢ kann nach Abbildung 1.25 eine beliebige Anzahl an Flachen eingespannt
werden. Es ist vereinbart, daB der Umlaufsinn der Randkurve und die Orientierung der Fli-
chen im Sinn einer Rechtsschraube zusammenhédngen. Offensichtlich ist der FluB durch jede
der in die Randkurve ¢ eingespannten Flichen gleich, da alle FluBréhren die durch A hin-
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durchtreten, ebenso durch A’ hindurchtreten. Der Fluf} ist demnach nicht von der Flidche son-
dern lediglich von der Randkurve abhéngig:

Ay =% =40 (1.46)

Es folgt daraus, dal der in eine geschlossene Hiillflache ,,einstromende* FluB} gleich dem aus
dieser Hiille ausflieBende FluB} ist. Der Satz vom Hiillenflufl besagt damit, dal der Ge-
samtfluB} durch eine geschlossene Hiillfliche verschwindet:

ﬁé-dzzo. (1.47)

Das magnetische Feld ist demnach quellenfrei.

Abbildung 1.25: Zum Satz vom Hiillenfluf}
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1.7 Materie im Magnetfeld

Gemdll dem Ampere’schen Ansatz ist jedes Magnetfeld auf die Wirkung von elektrischen
Stromen zurilickzufiithren. Die magnetische Wirkung der Materie wird auf atomare Kreisstro-
me zurlickgefiihrt, die sich durch den Drehimpuls der Elektronen auf ihren Bahnen und durch
den Eigendrehimpuls der Elektronen (Spin) ergeben. Das Durchflutungsgesetz beriicksichtigt
jedoch nur makroskopische Strome.

1.7.1 Einfaches Modell der magnetischen Wirkung der Materie

Neben der magnetischen Feldstirke A, die iiber das Durchflutungsgesetz mit den
makroskopischen Stromen verknlipft ist, existiert in Materie eine zusdtzliche magnetische

Erregung M, die als Magnetisierung bezeichnet wird, und die von den atomaren
Kreisstro herriihrt. — - =
e o H + 11, M = 1, (H + 1) (1.48)

Dieses Modell, bei dem M zunichst von H unabhéngig ist, beschreibt lineares, nichtlineares
und anisotropes Verhalten von Materie, ohne auf die Ursachen einzugehen.

Isotropes Verhalten: B und H sind parallel gerichtet, daraus folgt daB H und M
parallel gerichtet sind,

Anisotropes Verhalten: H, B, M sind nicht parallel gerichtet,
Lineares Verhalten: ‘FI ‘ ~ ‘M ‘ ~ ‘E‘ .

Im Vakuum gilt:
B=y,-H. (1.49)
Fiir lineare, isotrope Materie folgt mit
M=y-H: (1.50)
B=yp,-(H+M)=py-(H+y H)=pu,-(1+y)-H. (1.51)

Die Proportionalititskonstante y wird als Suszeptibilitit des Materials bezeichnet. Lineare,
isotrope Materie kann durch eine materialabhidngige Permeabilititskonstante p beschrieben
werden.

Z§’=y~ﬁ:(l+;()-y0-ﬁ:yr-,uo-ﬁ. (1.52)
Die relative Permeabilitit bzw. Permeabilitétszahl x, charakterisiert das Material:
p=p - p, =1+ 7)1y, (1.53)
=t =1+y. (1.54)
Hy

1.7.2 Diamagnetismus

Atome, bei denen sich die Drehimpulse sdmtlicher Elektronen paarweise kompensieren, bil-
den keine Elementarmagnete. Erst durch ein duleres Magnetfeld wird die Kompensation der
Drehimpulse aufgehoben. Die resultierenden Kreisstrome wirken gemal3 der Lenzschen Regel
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der duBleren Ursache entgegen. Das duflere Feld wird damit allerdings nur geringfiigig ge-
schwiécht:

7<0->1-10" < <1-107,(u, =1).

Der Diamagnetismus ist temperaturunabhéngig. Typische Vertreter diamagnetischer Stoffe
sind Cu, Au, Ag, H,0, etc.

1.7.3 Paramagnetismus

Die atomaren Drehimpulse kompensieren sich nicht. Die Atome bilden dadurch Elementar-
magnete, die statistisch orientiert sind. Bei duflerer Erregung orientieren sich die Elementar-
magnete in Feldrichtung. Das duBlere Feld wird allerdings nur geringfiigig verstérkt:

7>01+10° < <1+107%, (1, =1).

Die Orientierung der Elementarmagnete wird durch thermische Bewegung der Atome gestort.
Der Paramagnetismus ist daher temperaturabhingig. Typische Vertreter paramagnetischer
Stoffe sind O,, Al, Mg, Ti, Pt, etc.

1.7.4 Ferromagnetismus

Eisen (Fe), Kobalt (Co) und Nickel (Ni) sowie deren Legierungen sind ferromagnetische Ma-
terialien. Beim Ferromagnetismus handelt es sich um einen starken Paramagnetismus. In klei-
nen Bereichen, die als Weif3’sche Bezirke (vgl. Abbildung 1.26) bezeichnet werden, tritt eine
spontane Ausrichtung der Elementarmagnete auf. Ohne dulleres Magnetfeld ergibt sich eine
statistische Orientierung der Weil3’schen Bezirke. Unter Einwirkung eines duflerem Magnet-
felds richten sich die Weil3’schen Bezirke in Richtung des duBeren Magnetfelds aus und die
Weil3’schen Bezirke, die in Richtung des dulleren Feldes orientiert sind, vergroern sich. Die
Magnetisierung des Materials wird verstarkt.

=
<

Abbildung 1.26: Weilische Bezirke

Die Magnetisierung kann nur zunehmen, bis alle Weil3’schen Bezirke ausgerichtet sind. Da-
durch tritt eine Séttigung der Magnetisierung ein. Wird das dullere Feld abgeschaltet, bleibt
die Ausrichtung der Weil3’schen Bezirke teilweise erhalten, d.h., die Magnetisierung ist zum
Teil irreversibel. Es verbleibt eine Restinduktion, die als Remanenzinduktion bezeichnet
wird. Permanentmagnete bestehen aus Materialien mit ausgeprigter Remanenzinduktion. Der
Ferromagnetismus ist wie der Paramagnetismus temperaturabhingig. Oberhalb der Curie-
Temperatur verschwinden die spontane Ausrichtung der Weil3’schen Bezirke. Das Material
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ist bei hoheren Temperaturen paramagnetisch. Fiir Eisen betrdgt die Curie-Temperatur 769
OC. Es resultiert ein typischer, nichtlinearer Zusammenhang H = f(B), der als Hysteresekur-

ve (s. Abbildung 1.27) bezeichnet wird. Geht man zundchst vom unmagnetisierten Material
aus und erhoht die magnetische Feldstirke, wird die Neukurve durchlaufen. Die Induktion
steigt zundchst stark an, weil die Weill’schen Bezirke sich in Richtung des Feldes orientieren
und ausdehnen. Sind die Weil3’schen Bezirke weitgehend ausgerichtet, wird der Anstieg ver-
ringert. Das Material wird zunehmend magnetisch gesittigt. Sind alle Weil’schen Bezirke
ausgerichtet, bleibt die Magnetisierung nach (1.51) konstant und der weitere Anstieg der In-

duktion entspricht demjenigen im freien Raum (E = L))
o dB
Sétt ==
5 attigung a = Mo
A
Bl’
Neukurve
_Hk o
H, H

// o

Abbildung 1.27: Hysteresekurve

Wird die magnetische Feldstirke, ausgehend aus der Séttigung, reduziert, verbleibt fiir H = 0
eine Restmagnetisierung (Remanenzinduktion B;). Um diese zu beseitigen, mufl eine magne-
tische Feldstidrke in negativer Richtung angelegt werden. Bei der Koerzitivfeldstirke /,

verschwindet die Magnetisierung. Mit weiter ansteigender Feldstdarke wird das Material in der
entgegengesetzten Richtung bis zur Sittigung magnetisiert.

Die ferromagnetischen Materialen werden qualitativ entsprechend ihrer Koerzitivfeldstirke
klassifiziert. Weichmagnetische Materialien wie Weicheisen und Schmiedeeisen besitzen

A
eine schmale Hysteresekurve mit geringer Koerzitivfeldstirke ( 4, <100—). Sie werden bei-
m

spielsweise in der Wechselstromtechnik als Material fiir Transformatorkerne verwendet.
Hartmagnetische Materialien, wie einige spezielle Stahlsorten, besitzen eine breite Hystere-
sekurve mit hoher Koerzitivfeldstirke (H= 0,5...800 kAm™). Sie werden z.B. als Dauermag-
netwerkstoffe verwendet und besitzen zudem eine hohe Remanenzinduktion bis zu 1T.

Ferromagnetische Stoffe verhalten sich stark nichtlinear. Die Angabe einer Permeabilitdtszahl
ist allenfalls fiir weichmagnetische Stoffe auBlerhalb der Sittigung sinnvoll. In der Regel be-
stimmt man die Permeabilititszahl aus der Steigung der Neukurve auBerhalb Sattigung. Ein

typischer Wert hierfiir ist ¢ = Lj—fl =5000.

Hy

Im folgenden sind einige wichtige Eigenschaften von Ferromagnetika stichwortartig zusam-
mengefaft:

e Ferromagnetische Stoffe verstirken das Magnetfeld gravierend,
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e Induktion ist abhidngig von magnetischer Feldstdrke und Vorgeschichte (Hysterese),
e Sittigung bei hohen Feldstérken,

e hohe Permeabilitit p, bis 10000,

e Beibehalten einmal erzeugter Magnetisierung (Remanenz),

e ausgepragte Anisotropie, Vorzugsrichtung der Magnetisierung,

e bei Magnetisierung enstehen mechanische Spannungen: Magnetostriktion,

e oberhalb der Curie-Temperatur (Eisen 769 °C ) verschwindet die Magnetisierung,

¢ Entmagnetisierung durch mechanische Einwirkung (Hammerschlige).

1.8 Magnetisches Feld an Grenzfldchen

In der Elektrotechnik spielt der Ubergang zwischen hochpermeablen Stoffen (Ferromagneti-
ka) und Luft eine wesentliche Rolle. Ein wichtiges Beispiel hierfiir ist der Luftspalt zwischen
Stator und Rotor einer elektrischen Maschine.

Ho u>>1
H,, ’ H, 1
G
\4 Y
—>h <~

Abbildung 1.28: Verhalten der Tangentialkomponente der Feldstirke an der Grenzfli-
che zu einem hochpermeablen Material

In Abbildung 1.28 ist eine Grenzfliche zwischen Luft (links) und einem hochpermeablen Ma-
terial (rechts) dargestellt. Auf den skizzierten Umlauf soll fiir # — 0 das Durchflutungsgesetz
angewendet werden. Da auf der Grenzfliche kein Strom fliet, gilt fiir die Durchflutung
® =0 und es folgt:

§H-d§:®:o. (1.55)
Wegen des Grenziibergangs wirken sich lediglich die Wegelemente ¢, und ¢, parallel zur

Grenzfliche aus. Werden mit /,, und H, die Komponenten der Feldstirke parallel zur
Grenzfliche bezeichnet, ergibt sich aus (1.55)

§H-ds=-H, -1+H,1=0, (1.56)

H,=H,. (1.57)
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Die Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstérke sind demnach an der Grenzflache
stetig. Wegen u. >>1 bedeutet dies, dafl die Tangentialkomponente der Induktion im hoch-

permeablen Material erheblich groBer als in Luft ist:

B, >>B,,, (1.58)

Der Induktionsfluf3 wird sich im wesentlichen im hochpermeablen Material ausbreiten. Hoch-
permeables Material ,fithrt den Induktionsflufl. Dies wird z.B. in Transformatorkernen ge-
nutzt, um zu gewdhrleisten, daB3 der magnetische FluB moglichst vollstindig mit beiden
Transformatorspulen verkettet ist.

In Abbildung 1.29 ist ein quaderformiges Volumen dargestellt, das einen Teil der Grenzflache
einschlieBt. Die Flichen A4, und A4, sind parallel zur Grenzfliche gerichtet, und es wird der
Grenziibergang /# — 0 betrachtet. Aus dem Satz vom Hiillenflu folgt fiir die Normalkompo-
nenten der Induktion

—B,, A4, +B,, -A4, =0 (1.59)
und mit A4, = A4, =AA:

B, =B, . (1.60)

Die Normalkomponenten der magnetischen Induktion sind demnach an der Grenzflache ste-
tig. Wegen . >>1 bedeutet dies, dafl die Normalkomponente der magnetischen Feldstérke in
Luft erheblich groBer als im hochpermeablen Material ist:

H, >H,_. (1.61)
Ho pn>>1
BO“ Bm
— ||| =

“>h<

Abbildung 1.29: Verhalten der Normalkomponente der Induktion an der Grenzfliche
zu einem hochpermeablen Material

Zusammenfassend ergibt sich, daf der Induktionsflul in Anwesenheit von hochpermeablem
Material nahezu vollstindig in diesem verlauft (B, >> B,, ). Hochpermeables Material ,,sam-

melt* und ,.fiihrt” den Induktionsfluf3. Die Induktionslinien treten nahezu senkrecht zur Ober-

—_

fliche aus dem hochpermeablen Material aus, da in Luft die Normalkomponente von H
erheblich gréBer und die Tangentialkomponente erheblich geringer als im Material ist.

Beim Transformatorkern wird dies genutzt um moglichst den gesamten von der Primérspule
erzeugten FluB an der Sekundirspule zur Verfligung zu haben (s. Abbildung 1.30). Der Fluf}
® wird im wesentlichen vom Kern gefiihrt. Lediglich ein geringer Streuflul @ ist mit

Streu

einer der Spulen verkettet.
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Abbildung 1.30: Transformatorkern

Abbildung 1.31 zeigt die Wirkung eines Luftspalts in einem Magnetkreis. Nahezu der gesam-
te FluBB steht im Luftspalt zur Verfiigung. Die Induktion im Luftspalt ist ndherungsweise
gleich der Induktion im hochpermeablen Material und kann z.B. zur Kraftwirkung auf Leiter
(Elektromotor, Drehspulinstrument) genutzt werden.

, Streu
/ \
/ \
/ -~ \
i , \ V

A >
7
N, > N
= =3 = >
Bpn Bl > Bl:‘cl >
+ > ¥ >
A A
Vd @ >
N AN )

Abbildung 1.31: Luftspalt

Abbildung 1.32 zeigt die Abschirmung z.B. eines hochempfindlichen MeBgeréts mittels hoch-
permeablem Material (z.B. Mu-Metall). Die Induktionslinien werden nahezu vollstindig um
den Innenraum der Abschirmung herumgefiihrt.
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/7N

hochempfindliches
MeBgerit

\—

Abbildung 1.32: Magnetische Abschirmung

1.9 Der magnetische Kreis

Im vorigen Kapitel wurde gezeigt, dall der magnetische Flu3 vorwiegend in hochpermeablem
Material gefiihrt wird. Der Streufluf} ist in der Regel gegeniiber dem NutzfluB3 vernachlissig-
bar. Dies wird in sog. magnetischen Kreisen zur Erzeugung und ,,Leitung* hoher magneti-
scher Fliisse (Transformatoren, elektrische Maschinen) genutzt. Im folgenden wird ein einfa-
ches elektrisches Ersatzschaltbild fiir magnetische Kreise hergeleitet, das eine Berechnung
mit den Methoden der Berechnung elektrischer Netzwerke ermoglicht.

Voraussetzungen:

e Magnetische Kreise bestehen aus hochpermeablem Material (2, >>1). Der Fluf3 wird

daher im wesentlichen im Magnetmaterial gefiihrt, und der Streufluf3 durch die Luft ist
vernachléssigbar,

¢ Die magnetischen Kreise sind aus Schenkeln mit konstantem Querschnitt zusammen-
gesetzt. Eine homogene Feldverteilung in den Schenkeln wird vorausgesetzt. Die In-
homogenititen an den AnschluB3stellen werden vernachléssigt,

o Sittigungseffekte werden nicht berticksichtigt.

Verzweigungsstellen magnetischer Kreise (Knoten)

Abbildung 1.33 zeigt eine Verzweigungsstelle in einem magnetischen Kreis. Hier sto3en
Schenkel mit u.U. unterschiedlichen Querschnitten 4, zusammen. Unter Vernachlidssigung

der Streufliisse ergibt sich aus dem Hiillenintegral der Induktion:

ffB-dA~B -4 +B, A4, +B,- A, +B,- A, = ¢, + ¢, + ¢, +¢, = 0. (1.62)
A
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(1.62) entspricht der Kirchhoffschen Knotenregel elektrischer Netzwerke.

Magnetischer Fluf} in einem Schenkel

Fiir einen Schenkel mit homogener Querschnittsfliche 4,, der Permeabilitdt 4, und der Lén-

ge [, ergibt sich fiir den FluB3:

A, H. -1l
¢i:Bi.Ai::ui.Hi.Ai::uil_l'Hi.li:T (1.63)

mit

= (1.64)
R, wird als magnetischer Widerstand oder Reluktanz bezeichnet. Definiert man zusétz-
lich die magnetische Spannung

U, =H,-1, (1.65)

ergibt sich aus (1.63) eine Beziehung analog zum ohmschen Gesetz:

A:Um[ ’bZW, U' — R .. 166
1 R mi 1 mi

mi
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14

Vi
Abbildung 1.34: Masche eines magnetischen Kreises

In Abbildung 1.34 ist beispielhaft eine Masche eines magnetischen Kreises dargestellt. Die
Zihlpfeile fir die magnetischen Fliisse in den einzelnen Schenkeln werden willkiirlich ge-
wahlt. Fiir den skizzierten Umlauf ¢ soll nun das Durchflutungsgesetz angeschrieben werden:

§A-ds =Y (xH,-1)=>(xU",)=0. (1.67)

1 1

Die Summanden sind positiv, wenn der Zéahlpfeil von ®; mit dem Umlaufsinn von c {iberein-
stimmt.

Die Wicklungen auf den einzelnen Schenkeln ergeben Teildurchflutungen, die den Schenkel
zugeordnet werden konnen. Eine Teildurchflutung wird positiv gezahlt, wenn der Wicklungs-
strom und der Zihlpfeil des Flusses ein rechtsschraubiges System bilden. Im abgebildeten
Beispiel ergeben sich demnach:

O, =-w-1,,0,=w-1,
Fiir die Gesamtdurchflutung der Masche folgt dann:
O=>(10,). (1.68)

Die Summanden werden positiv gezédhlt, wenn der Zdhlpfeil von ®; mit der Umlaufrichtung ¢
libereinstimmt.

Aus (1.67) folgt nun die Maschengleichung zu:
Z(iU'mi):Z(i®i) oder (1.69)

> +(U',-0,)=>+U, =0. (1.70)
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Betrachtet man jetzt den Ausdruck in der Klammer in (1.70) als verallgemeinerte Zweigbe-
ziehung, so folgt mit (1.66):

U, =U,,-0,=¢-R,, -0,. (1.71)

Dies entspricht der verallgemeinerten Zweigbeziehung eines elektrischen Netzwerks und
kann durch die Ersatzschaltung in Abbildung 1.35 représentiert werden.

d;
R

mi

o

Abbildung 1.35: Elektrische Ersatzschaltung eines Schenkels mit Durchflutung

Aquivalent zu den elektrischen Netzwerken ergeben sich:

e k-1 linear unabhéngige KH-Knotengleichungen: Zi ¢, =0 (1.72)
e m linear unabhingige KH Maschengleichungen: Zi U, =0 (1.73)
e z verallgemeinerte Zweiggleichung: U, =4¢, R, — O, (1.74)

Zur Berechnung magnetischer Kreise kdnnen demnach samtliche Verfahren der elektrischen
Netzwerkberechnung eingesetzt werden.

Beriicksichtisung von Luftspalten

Luftspalte in magnetischen Kreisen haben folgende Bedeutungen:
e Sie dienen der Linearisierung nichtlinearer Magnetisierungskennlinien,
e Sie ermdglichen eine mechanische Bewegung eines Rotors relativ zum Stator,
e Sie ermdglichen die Kraftwirkung z.B. auf den Anker eines Relais.

Um den StreufluB zu minimieren, wird die Luftspaltlinge hinreichend klein gehalten.
Abbildung 1.36 zeigt den Feldlinienverlauf in einem Luftspalt. Wegen der geringen Permea-
bilitdt ist der magnetische Widerstand des Luftspalts, verglichen mit dem magnetischen Wi-
derstand der Schenkel, sehr hoch. Der Flul} verbreitert seinen Querschnitt, um den magneti-
schen Widerstand zu minimieren. Durch den Streuflufl wird das Feld im Luftspalt inhomogen.
In erster Naherung wird jedoch von einem homogenen Feld ausgegangen, so dal3 entspre-
chend (1.64) der magnetische Widerstand des Luftspalts angegeben werden kann:

R = . (1.75)

Die Luftspaltaufweitung (Streuung) kann durch einen Luftspaltquerschnitt groBer als der
Schenkelquerschnitt ndherungsweise beriicksichtigt werden:

A > A, . (1.76)
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Abbildung 1.36: Luftspalt im Magnetkreis

Mit Hilfe der elektrischen Ersatzschaltung lassen sich folgende Probleme einfach 16sen:

1. Ohne Beriicksichtigung der Sittigung

Die Durchflutungen 0; der Spulen werden vorgegeben. Die Fliisse ¢; konnen mit
Netzwerkmethoden berechnet werden.

Die bendétigten Fliisse werden vorgegeben. Daraus werden die erforderlichen
Durchflutungen ®; berechnet.

2. Mit Beriicksichtigung der nichtlinearen Magnetisierungskennlinie

Die benétigten Fliisse in den Schenkeln werden vorgegeben.

¢

i

Daraus wird die Induktion in den Schenkeln berechnet: B, =

Aus der Magnetisierungskennlinie wird die Feldstarke berechnet: H; = f(B,)).
Daraus wird der Durchflutungsbedarf der Schenkel bestimmt: @, = H; /.

Berechnen der Gesamtdurchflutung der Spulen.

Eventuell ist ein mehrfacher, iterativer Durchgang der Schritte erforderlich.
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Beispiel:
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Abbildung 1.37: Beispiel zur Berechnung magnetischer Kreise

o Ay, .

R,, R, R,
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1

Abbildung 1.38: Elektrisches Ersatzschaltbild zum Beispiel

le ¢ ®2

O, =w-1, 0O,=w,-1,,
Zl+2-l—2

le :—2’ Rm2 :R
M, Mo A,

l-5 5

R :—’ I71l: *
H, - My - Ay Ho - Ay

m3

Mit Ap> A, kann die Luftspaltstreuung beriicksichtigt werden. Mittels Knotenanalyse des in
Abbildung 1.38 dargestellten Ersatzschaltbilds werden die Fliisse ¢;, ¢, ¢; bestimmt. Daraus
ergibt sich die Induktion in den Schenkeln.
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2 Zeitlich veranderliche Felder

2.1 Der Induktionsvorgang an beweglichen Leitern

Gemal Abbildung 2.1 wird ein Leiterstiick der Lange 1 mit konstanter Geschwindigkeit senk-
recht zu einem homogenen Induktionsfeld bewegt. Diese Bewegung bewirkt eine Lorentz-

kraft F. = g-(vx B), die zu einer Ladungstrigerverschiebung im Leiter fithrt. Im Beispiel
sammeln sich am oberen Ende des Leiterstiicks positive Ladungstriger an. Daraus resultiert
ein elektrisches Feld E, das der Lorentzkraft entgegenwirkt. Im Gleichgewicht gilt:

g-(7xB)=q-E @.1)

++4

Abbildung 2.1: Bewegter Leiter im homogenen Magnetfeld

@

A +++

Abbildung 2.2: Induzierte und elektrische Feldstirke

Eine geeignete Modellvorstellung ergibt sich nun aus der Annahme, daf statt der Lorentzkraft
eine induzierte Feldstirke E,

E, =(vxB) (2.2)

wirkt, deren Ursache keine elektrische Ladung, sondern die Bewegung des Leiters im Mag-
netfeld ist. Diese bewirkt die Ladungsstrennung ldngs der Leiterachse bis das Gleichgewicht
mit der elektrischen Feldstirke E erreicht ist. Die elektrische Feldstirke erzeugt eine Span-
nung zwischen den Leiterenden. Im Beispiel ergibt sich eine positive Spannung vom Leite-
rende 1 zum Leiterende 2:

2
w,=[E-ds=E-I. (2.3)
1
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Ebenso kann induzierte Spannung u; definiert werden

E,-ds=E,-I, (2.4)

u, =

1 C— —

die als Ursache fiir die Ladungstragerverschiebung aufgefaf3t wird (historisch als Elektromo-
torische Kraft, EMK bezeichnet).

Die Spannung u;; kann abgegriffen werden, wenn der Leiter, wie in Abbildung 2.3 darge-
stellt, auf leitfadhigen Schienen lduft. Dabei kann der Leiter einschlieBlich der Schienen mit
Leiter- und Schienenwiderstand als Spannungsquelle mit Innenwiderstand aufgefal3t werden.
Die Leerlaufspannung an den Klemmen ergibt sich zu

E,-ds=E,-1=v-B-l, (2.5)
/

\

M=1/li=

1 C— —

— >y ¢u:u12

\4
@

Abbildung 2.3: Abgriff der durch Induktion erzeugten ,,elektrischen* Spannung

"C

Abbildung 2.4: Elektrisches Ersatzschaltbild

Abbildung 2.4 zeigt das Ersatzschaltbild der Anordnung fiir den Fall, da3 die Klemmen kurz-
geschlossen werden. In diesem Fall flie3t der Strom

. u |“z|
i=— =1 2.6

R R (2.6)
u ist die Leerlaufspannung der Anordnung. Die induzierte Spannung u; ist die Ursache dafiir,
dafl Ladungstrager die Potentialschwelle der Quelle iberwinden (EMK). Die induzierte Span-
nung wird durch die Bewegung des Leiters im Magnetfeld verursacht. Das Beispiel zeigt ei-

nen speziellen Fall des von Faraday allgemein formulierten Induktionsgesetzes.

Prof. Dr.-Ing. R. Laur -33- ITEM



Kapitel 2: Zeitlich verdnderliche Felder Grundlagen der Elektrotechnik 11

2.2 Das Induktionsgesetz

Faraday hat 1831 festgestellt, daf3 in einer geschlossenen Leiterschleife ein Strom flieft, wenn
sich der von der Leiterschleife umfaf3te magnetische Fluf3 dndert. Der Effekt wird als Elekt-
romagnetische Induktion oder einfacher als Induktion bezeichnet. Faraday hat das Indukti-
onsgesetz wie folgt formuliert:

| R=-"". 2.7
i % 2.7)

Mit R ist der Ohmsche Widerstand der Schleife bezeichnet. ¥ ist der von der Schleife umfaB-
te FluB3, der als FluBverkettung der Schleife bezeichnet wird. 1 ist der in der Schleife auf-
grund der zeitlichen Anderung der FluBverkettung induzierte Strom.

Bei einer Leiterschleife, bestehend aus einem Leiter mit endlichem Querschnitt, ist der von
den einzelnen Stromlinien umfafite Flul unterschiedlich, wie dies in Abbildung 2.5 dargestellt
ist. Hier ergibt sich die FluBverkettung aus einer geeigneten Mittelung des Flusses iiber alle
Stromréhren. Darauf soll jedoch nicht néher eingegangen werden. Bei Leitern mit hinreichend
kleinem Querschnitt gilt in guter Ndherung ¥ = ¢.

Abbildung 2.5: Zur FluBlverkettung einer Leiterschleife mit einem Leiter endlichen
Querschnitts

Der Strom in der Leiterschleife wird auf die Schleifenspannung u bzw. auf die induzierte
Spannung u, zuriickgefiihrt:

o4

" R=u=u =21, 2.8
i u=u, ” (2.8)

Daraus folgt, daB3 die in der Leiterschleife induzierte Spannung gleich der negativen Ablei-
tung der FluBverkettung nach der Zeit ist, die auch als magnetischer Schwund bezeichnet
wird.

Fiir das induzierte Feld gilt:
§E,-ds=u, #0. (2.9)

Das induzierte Feld ist ein sog. Wirbelfeld. Wegen (2.9) existiert kein eindeutiges Potential
und damit auch keine eindeutige Spannung zwischen zwei Punkten im Raum. Insbesondere
gilt die Kirchhoffsche Maschenregel hierdurch nicht mehr.

Fiir linienférmige Leiter oder flir Stromréhren in rdumlich ausgedehnten Leiterschleifen gilt
wegen y = ¢
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u,:SBE.-dg:——z——. (2.10)
C

$=[B-d 2.11)
A
folgt damit die allgemeine Form des Induktionsgesetzes:
§§Ei-d§:—i-jz§-d21. (2.12)
C dt A

Dabei ist A die in die Leiterschleife ¢ eingespannte Flache

Abbildung 2.6: Linienformige Leiterschleife

Maxwell hat gezeigt, da3 das Induktionsgesetz unabhéngig davon gilt, ob der Weg ¢ in einem
Leiter oder in einem Nichtleiter gefiihrt wird. Die zeitliche Anderung des magnetischen Flus-
ses ist stets mit einer induzierten Feldstirke verkettet. Dies ist eine der wesentlichen Voraus-
setzungen fiir die Existenz elektromagnetischer Wellen. Die induzierte Spannung ist aller-
dings nur mit Hilfe einer materiellen Leiterschleife mefB3bar.

Das Induktionsgesetz (2.12) sagt nichts iiber die lokale Verteilung von E, aus. Lediglich das
Umlaufintegral wird festgelegt. u, = §E,. -ds ist ein MaB fiir die Arbeit, die bei der Bewegung
C

einer Probeladung q auf dem Umlauf c geleistet oder gewonnen wird:

W,=qfE, ds=q-u,. (2.13)
C

Entsprechend gilt im elektrostatischen Feld fiir aufgewendete oder gewonnene Arbeit beim
Transport einer Ladung von Punkt 1 nach Punkt 2:

2
W, =q[E-ds=q-U,. (2.14)
1

Hier gilt allerdings, da3 die auf einem geschlossenen Umlauf geleistete Arbeit verschwindet:

W,=qfE-ds =0. (2.15)
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Die Ursache fiir die Induktion einer Spannung in einer Leiterschleife ist die zeitliche Ande-
rung der FluBverkettung. Diese kann wie folgt klassifiziert werden:

1. Ruheinduktion: Die Leiterschleife ruht. Die Induktion ist zeitabhidngig: B = f(¢).

2. Bewegungsinduktion: Die Induktion ist konstant und homogen. Die Leiterschleife &n-
dert ihre Fldche so, daB sich der mit ihr verkettete FluB3 dndert: 4 = f'(2).

3. Bewegungsinduktion: Die Induktion ist zeitlich konstant aber inhomogen. Die starre
Leiterschleife bewegt sich so, dal} sich der verkettete FluB dndert: s =f(¢) bzw. a =f
.

4. Beliebige Uberlagerungen von 1...3.

2.2.1 Beispiele zur Induktion in Leiterschleifen

Beispiel 1: Geschlossene Leiterschleife mit Flache A, Leiterquerschnitt Ap hinreichend klein,
so daB gilt: y=¢, Leitfahigkeit x, Leiterschleife liegt gemal Skizze im homogenen,
zeitabhingigen Induktionsfeld B(t), Induktion und Flichenvektor A sind parallel
gerichtet. Gesucht ist der induzierte Strom.

ui=§E,.-ﬁ:—ﬂz—ﬁz—ijé-d‘z—A-d—B (2.16)
2 dt dt dt dt
E; bewirkt Stromfluf3:
Jo=x-E,1,=(J-dd,=J,-A fir E |4, |ds. (2.17)
AL
Mit (2.16) folgt:
u, = Ei-d§=i-§ds=1i- L _1.R,. (2.18)
. K v K-4,
Dies entspricht der Beziehung von Faraday (2.7):
Il:i:—i-ﬁ. (2.19)
R, R, dt
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Beispiel 2: Entsprechende Anordnung wie Beispiel 1, jedoch mit gedffneter Leiterschleife (s.
Skizze in Abbildung 2.8). AuBerhalb der kreisrunden Schleife existiere kein Feld.

Abbildung 2.8: Skizze zu Beispiel 2
Im Leiter: Aufbau eines elektrischen Feldes bis zum GleichgewichtE+E, = 0.

Klemmenspannung:

uL:J.E-d§:§Ei-d§:u<:—%-J.B-dfl. (2.20)

Das resultierende elektrische Feld ist wirbelfrei:

2
§E-d§=—jE~d§+uL=o. (2.21)
C 1

u, =

E-d§=§E,d§=ui=—@. (2.22)
S d

e LY

Uberlegung zum Vorzeichen: Unter der Annahme (:1—}? <0 nimmt der FluB} ab ((31—(1) <0). Da-

mit ist E, positiv, und positive Ladungstriiger werden zur Klemme 1 transportiert. Daraus
folgt: up > 0.
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Beispiel 3: Bewegter Leiter auf leitenden Schienen

B = const.

Abbildung 2.9: Skizze zu Beispiel 3

4P drp i V=— L B0 v-lf]=B vl =
Uy === dt[B Alr)]= . B-[4(0)-v-1-t]=B-v-I=u. (2.23)

Es folgt also das (2.5) entsprechende Ergebnis:

Beispiel 4: Prinzip Wechselstromgenerator, mit Winkelgeschwindigkeit @ drehende Recht-
eckspule mit n Windungen im homogenen Magnetfeld

|
[
A
X.
i B
w 9 A(t)
\ .
| \ B
‘ ()
O —=
u; (1)
Abbildung 2.10: Skizze zu Beispiel 4
Der FluB3 durch die Spule ist abhéngig vom Drehwinkel $:
¢p=B-A-cos$, §=9,+w-t. (2.24)

Jede Windung der Spule ist mit dem Flul verkettet, so daB3 sich fiir die FluBverkettung der
Spule ergibt:
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Y=n-¢g=n-B-A-cos($ +w-1). (2.25)

Daraus folgt fiir die induzierte und fiir die Klemmenspannung:
u, :uL(t):—%:n-B-A-a)-sin(Bo +w-t)=i, -sin(3, +o-t), (2.26)

mit i, =n-B-A4-@

Fiir die Parameter n = 1000, B= 1T, A = 10cm’, ® = 2-1-50Hz ergibt sich die Klemmen-
spannung mit 4, =314V

Beispiel 5: Transformatorprinzip, Magnetkreis mit zeitabhdngigem Fluf3 ¢(t)=cf)-cosa)-t
(erzeugt durch eine Primédrwicklung)

o)
<

[ -
n i u *LuL(o
) y

Abbildung 2.11: Skizze zu Beispiel 5
Wicklung ist n mal mit @(?) verkettet: ¥(z) = n-¢(1)

u,.(t):uL(t):—%-n-é-A-cosa)-t, (2.27)
u,(t)=n-B-A-w-sino-t=i-sinw-t,mit i=n-B8-4-0 (2.28)

Fiir die Parameter n = 1000, B = 0,5T, A =4cm’, ® = 2-1-50Hz ergibt sich die Klemmen-
spannung: U= 62,83
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Beispiel 6: Barlowsches Rad

Metallisches Rad mit Radius R dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit . Die Achse ist
parallel zum homogenen Induktionsfeld B gerichtet. Die Spannung wird iiber Schleifringe
von Achse und Peripherie abgegriffen (vgl. Abbildung 2.12).

Abbildung 2.12: Skizze zu Beispiel 6

E, ist radial nach innen gerichtet.

0 R

ul=jEi-d§=jE -ds, (2.29)
R 0

v(r) = or, E(r) = B-or (2.30)

uL:J.B-a)-r-dr:%-B-a)-Rz, (2.31)
R

Fiir die Parameter B = 1T, R = 10cm, ® = 2-11-50l ergibt sich die Klemmenspannung
]

u ~ 1,57V

2.2.2 Lenz'sche Regel

Die Lenz’sche Regel besagt, da3 der induzierte Strom in einer Leiterschleife der Ursache, d.h.
der Anderung der FluBverkettung, entgegenwirkt. Anhand der Leiterschleife in Abbildung
2.13 soll dies nachgewiesen werden.

Die zeitlich verdnderliche Induktion B(t) soll von einem externen Magnetfeld herrithren. Un-
ter Vorgabe der Zihlpfeile fiir B(t) und c, die ein Rechtssystem bilden, soll z.B. angenommen

werden, dal die Induktion zunimmt (dB(t)

>0). Dies ergibt dann eine FluBzunahme in der
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durch den Zihlpfeil von B(t) vorgegebenen Richtung. Aus (2.32) folgt, daB der Vektor E, der
Orientierung von c entgegengerichtet ist.

§Ei-d§=—ﬂ<o, (2.32)
J dt

In der Leiterschleife wird ein Strom i, induziert, der in Richtung von E, flieBt und ein Mag-
netfeld erzeugt, dessen Richtung rechtsschraubend mit dem Strom verkniipft ist, und dessen
Induktion in Abbildung 2.13 mit m bezeichnet ist. Der vom induzierten Strom erzeugte
FluB in der Leiterschleife ist dem urspriinglichen Flufl entgegengesetzt und wirkt demnach

der Ursache, d.h. der FluBzuname von BTt) entgegen. Dies ist aber die Aussage der
Lenz‘schen Regel.

Abbildung 2.13: Skizze zur Lenz’schen Regel
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2.3 Induktivitat, Selbstinduktion von Leiterschleifen

Der Strom in einer Leiterschleife verursacht ein Magnetfeld. Dieses fiihrt zu einem magneti-
schen FluB3, der mit der felderzeugenden Leiterschleife verkettet ist. Das Verhiltnis von FluB3-
verkettung zu erzeugendem Strom wird als Induktivitit L der Leiterschleife bezeichnet:

1) =X9 (2.33)
i
Fiir die Einheit der Induktivitit ergibt sich:
[¥] Vs
Ll=~—==1—=1H (Hen 2.34
[£] - (Henry) (2.34)

In Anwesenheit von ferromagnetischem Material ist die Induktivitit stromabhdngig. Im
folgenden soll zundchst von linearer, isotroper Materie ausgegangen werden. Damit folgt, da3
Induktion und Flul und damit auch die FluBverkettung proportional zum felderzeugenden
Strom sind:

Y=L, (2.35)

Die Induktivitit ist nur noch abhéngig von der Schleifengeometrie und vom Material.

Beispiel 1: Induktivitit einer idealen Zylinderspule in Luft
Innerhalb der Zylinderspule ergibt sich nach (1.15) ein homogenes Induktionsfeld
n-/

BZ = N, T (236)

fir eine Spule der Linge 1 mit n Windungen. Bei einer Kreiszylinderspule mit der

Querschnittsfliche 4 = - R* ergibt sich als FluB:
¢=BZ~A=ﬂ0nT'1A. (2.37)

Die Spulenwicklung umfafit den FluB n mal, d.h. sie ist n mal mit dem Fluf} verkettet. Die
FluBverkettung betrdgt demnach:

2
‘I’=n-¢=y0nTIA. (2.38)
Daraus folgt fiir die Induktivitét der Zylinderspule:
b4 n’4
L=—= , 2.39
I Hy ] ( )
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Beispiel 2: Spule mit hochpermeablem Kern

Die Spule in Abbildung 2.1 habe den Kernquerschnitt A, die mittlere Kernldnge 1 und das
Kernmaterial habe die relative Permeabilitit x4 . GemidB (1.64) betrdgt der magnetische

Widerstand des Kerns R = ! .

/ur/uO ’ A

Abbildung 2.14: Spule mit hochpermeablem Kern

Aus der Aquivalenz magnetischer Kreise mit elektrischen Netzwerken ergibt sich der FluB im
Kern zu:

® n-/
¢—R——R—. (2.40)

m m

Die Wicklung ist n mal mit dem Fluf3 verkettet, so daB sich fiir die Induktivitét ergibt:

‘P_n-CD_n_z_ n’-A4
I I R ﬂrﬂo l

m

(2.41)

Wegen der FluBverkettung mit dem selbst erzeugten Magnetfeld wird in der Leiterschleife
eine Spannung induziert, wenn sich der Strom in der Leiterschleife dndert. Dieser Effekt wird
als Selbstinduktion bezeichnet und soll am folgenden Modell einer einfachen Leiterschleife
untersucht werden. In Abbildung 2.15 ist eine Leiterschleife dargestellt, in die von einer
Stromquelle ein Strom eingepriagt wird. FluBverkettung, Umlauf ¢, Strom I in der Leiter-
schleife und induzierte Spannung sind so orientiert, da3 sie miteinander ein Rechtssysteme
bilden. An den Klemmen wird das Verbraucherzihlpfeilsystem verwendet.
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lo u. L
Abbildung 2.15: Zur Selbstinduktion einer Leiterschleife
i, =i, =—i, (2.42)
Y=Li=-L-i, (2.43)
d¥ di di
w,=u, = o P S (2.44)
dt dt dt
di
u =rL.—L . 2.45
L 7 (2.45)

Gleichung (2.45) wird in Abbildung 2.15 rechts als elektrisches Ersatzschaltbild dargestellt.
Das Schaltsymbol L représentiert einen Zweipol, der die Eigenschaft ,,Induktivitdt” besonders
ausgeprigt besitzt. Es handelt sich in der Regel um Spulen, oft mit einem hochpermeablen
Kern. Entsprechende Bauelemente werden im Sprachgebrauch als Induktivititen oder ein-
fach als Spulen bezeichnet.

Durch Integration von (2.45) ergibt sich:
. 1
iy =i+ Ju, -ar. (2.46)

i,, ergibt sich als Integrationskonstante und entspricht einem beliebigen Gleichstrom.

In Abbildung 2.16 sind die Schaltsymbole und die Strom - Spannungsbeziehung der Zweipo-
le ,,Induktivitit* und ,,Kapazitit™ einander gegeniibergestellt.
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o
up L u, —_—cC
v
o |
di du
u,=L— i =C=¢
. dt ¢ dt
. 1
lL:lL0+zJ.uL'dt uc:uco"'%jic'dt

Abbildung 2.16: Strom — Spannungsbeziehung von Induktivitit und Kapazitat

Beispiel 3: Spannung an einer Induktivitit L mit eingeprigtem harmonischem Strom
i,(t)=1,-sinwt (s. Abbildung 2.17)

1(t)
L uL(t)

Abbildung 2.17: Skizze zu Beispiel 3

di, d .
L L. -—sinaot=1, -w L -coswmt
dt U 0 (2.47)

=U, -cosat =U, -sin(wt +90°)

u,(t)y=1L-

uL:UO-sin(a)t+%] mtU,=1,-0-L=1,-Z,. (2.48)

Die Amplitude der Spannung ist nach (2.48) proportional zur Frequenz. Das Produkt
Z, =o- L ist dimensionsmifig ein Widerstand und wird als Impedanz bezeichnet. Die Span-

nung eilt dem Strom in der Induktivitdt um eine Viertelperiode bzw. um 90° voraus. Das Zeit-
verhalten von Strom und Spannung ist im Diagramm in Abbildung 2.18 dargestellt.
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1 ()
I, t

\ —>t
T 2T

u; (1)

UO B

i ‘ —>t
T 2T

Abbildung 2.18: Diagramm zu Beispiel 3

Beispiel 4: Einschalten einer Reihenschaltung aus Widerstand und Induktivitét

()

«D

R Up

=
[
=

Abbildung 2.19: Skizze zu Beispiel 4

Gemal Skizze in Abbildung 2.19 soll die Reihenschaltung aus Widerstand und Induktivitédt zu
Zeitpunkt t = 0 an eine ideale Spannungsquelle geschaltet werden. Vor dem Einschalten sei
die Induktivitéit stromfrei (i(z <0)=0).

Die Maschengleichung des Stromkreises lautet:

Uy=uy+u, =i-R+L-—. (2.49)
dt
Daraus resultiert die lineare Differentialgleichung erster Ordnung
] U,
ai R_G (2.50)
dt L L

Nach Voraussetzung gilt die Anfangsbedingung
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i(t<0)=0. (2.51)

Gemil dem ,,Taschenbuch der Mathematik® von Bronstein et. al. lautet die Losung von
(2.50):

. R U, R
i = exp(~ j o). { j - exp(jzdz)dt + const} , (2.52)
Die Konstante ergibt sich, indem die Anfangsbedingung (2.51) in die Losung eingesetzt wird:
i(0)= 0:%+const. (2.53)
Die Losung lautet damit endgiiltig:
U t L
i(t) =—2|1 —exp(——) | mit 7 =—. 2.54
(1) ==+ [1—exp( T)} - (2.54)

7 wird als Zeitkonstante des Einschwingvorgangs bezeichnet. Im stationdren Zustand er-
reicht der Strom den Maximalwert:

i(f — ) = %. (2.55)

Dies erkennt man auch an der Differentialgleichung (2.50), wenn man beriicksichtigt, dafl im

stationdren Zustand % =0 gilt.
t

Aus der Losung (2.54) fiir den Strom ergibt sich die Spannung an der Induktivitit:
w(t)=L-L-U, exp(-1y. (2.56)
dt T

Zum Zeitpunkt des Einschaltens liegt die gesamte Spannung an der Induktivitét, da noch kein
Strom fliet und demnach keine Spannung am Widerstand R abfillt. Die Spannung an der
Induktivitit geht exponentiell mit der Zeitkonstanten 7 gegen 0. Die entsprechenden
Zeitfunktionen sind in Abbildung 2.20 dargestellt.

Nach dem Aufmagnetisieren der Induktivitit kann der Schalter in Abbildung 2.19 nicht prob-
lemlos gedffnet werden. Damit wiirde versucht, den Strom augenblicklich abzuschalten. Dies
aber fiihrt zu einer hohen induzierten Spannung, die einen Lichtbogen an den Schaltkontakten
ergibt. Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, da3 eine aufmagnetisierte Spule magnetische
Energie speichert. Diese wird beim Abschalten im Lichtbogen verbraucht. Das kann zur Zer-
storung der Schaltkontakte fithren. Durch eine Freilaufdiode (s. Abbildung 2.21) wird
gewihrleistet, dal der Strom durch die Induktivitdt im Schaltaugenblick weiterflieBen kann.
Die gespeicherte Energie wird im Widerstand verbraucht. Die an den Schaltkontakten
auftretenden Spannungen werden deutlich verringert. Bei geschlossenem Schalter wirkt sich
die Diode nicht aus, da sie in Sperrichtung betrieben wird. Fiir Strome entgegengesetzt zur
Richtung des Diodensymbols bildet die Diode einen hohen Widerstand. Fiir Strome in
Richtung des Symbols ist der Widerstand sehr gering (Ventilwirkung).
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UOK

Abbildung 2.21: Freilaufdiode
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2.4 Energie des magnetischen Feldes

Die Induktivitéit L soll iiber eine zeitabhdngige Stromquelle i(t) bis zum stationdren Strom I
gemil Abbildung 2.22 aufmagnetisiert werden. Die Zeitfunktion i(t) ist weitestgehend belie-

big bis auf folgende Voraussetzungen:

« 1¢(t<0) = 0, damit verschwindet die magnetische Energie der Induktivitit fiir t <0,
. die Zeitfunktion iq(t) ist stetig fiir 0 <t <ty
o 1g(tto) =Io.

i(t)

I,,
Sl [T

Abbildung 2.22: Aufmagnetisieren einer Induktivitit

Die Quelle liefert in einem Zeitintervall die Energie
di
aw, =i, -u,-dt=i, -u, -dt=i -L-jdt =i, -L-di,=dW,,. (2.57)

Dies entspricht der Anderung der magnetischen Feldenergie dW,

aw, =L-i, -di,. (2.58)
Fiir die bis zum Zeitpunkt ty gespeicherte magnetische Energie ergibt sich
fy 0
W, =[aw,=L-[i,-di,=1L-i} || . (2.59)
0 0
wo=LL-1I;. (2.60)

Wegen iq = Iy fiir t > tg ist up = uq = 0, so dal} die Quelle nach diesem Zeitpunkt keine Arbeit

mehr leistet.
Mit ¥ = L-1 folgt:

s

W, =+L-1"=+¥-1=1 ; (2.61)

Zum Vergleich ergab sich fiir die elektrische Energie eines Kondensators:

Wel :%C'Uz
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2.41 Die Energiedichte im magnetischen Feld
Nach Auffassung der Feldtheorie ist das Feld, d.h. der felderfiillte Raum, Triager der Feld-
energie. Demnach 148t sich eine Energiedichte

dw.
W= (2.62)
dr

definieren.

Um die Herleitung einfacher zu gestalten, soll die Untersuchung am homogenen Feld einer
idealen Zylinderspule (n, 1, A) vorgenommen werden. Die Magnetisierungskurve des verwen-
deten Kernmaterials soll stetig sein. Hystereseeffekte werden allerdings ausgeschlossen.

(e

Abbildung 2.23: Ideale Zylinderspule mit Kern, Festlegung der Zihlpfeile

Bei Verwendung der in Abbildung 2.23 dargestellten Orientierungen der Zahlpfeile ergibt
sich:

u; :—ﬁZ—n'd—¢, (2.63)
dt dt
L — (2.64)
dt dt
u-dt=n-dg. (2.65)
Fiir die Arbeit, die der Spule zugefiihrt wird, folgt:
dW =u-i-dt=n-i-d¢, (2.66)
d¢=A-dB, (2.67)
e AL AL (2.68)
[ n
H-1l :
dW =n-——-A4-dB=r1-H -dB mit 7 =Kernvolumen, (2.69)
n
dw:d—W:H-dB. (2.70)
T
(2.70) fithrt zur magnetischen Energiedichte:
BE
Wiggn = | H -dB. (2.71)
0

Obwohl am Beispiel des homogenen Feldes einer Zylinderspule hergeleitet, gilt dies auch fiir
die magnetische Energiedichte inhomogene Felder.
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Fiir den Spezialfall linearer Materie ( B = u- H ) folgt:

2
W= = _1.58 —iH-B:— H*. (2.72)
magn 2 2 Zﬂ

o!_..tc

1ip
U

Beispiel: Es soll die magnetische Energie im Luftspalt einer Elektrischen Maschine mit Luft-
spaltlinge 9 =Imm, Luftspaltquerschnitt A = 10cm? und Luftspaltinduktion B = 1,5T be-
stimmt werden:

2 2 2 2.2
W :%B_:%(I,S) T77Am _ 2,25V77s Ani N 0’9_105@: 0.9 Ws3 . 2.73)
M 47-107"Vs 87 -10""Vsm m cm
Die elektrische Energiedichte ist durch die Durchschlagfeldstirke £ = 10ﬂ der Luft be-
cm

schrankt. Damit ergibt sich die maximale elektrische Energiedichte zu:

w,=+E-D :%-106K-8,854-10’12 As qoe Vo 4,4-107° W‘i . (2.74)

m Vm m cm

Die maximale magnetische Energiedichte in Luft ist etwa um den Faktor 10° groBer als die
maximale elektrische Energiedichte. Damit ist verstdndlich, dal elektrische Maschinen auf
magnetischen Feldwirkungen beruhen.

2.4.2 Berechnung der Induktivitat aus der magnetischen Energie
Fiir die magnetische Energie einer Leiterschleife gilt:

W o=1L-I. (2.75)

Ist die magnetische Energie einer Anordnung bekannt, kann daraus deren Induktivitit berech-
net werden:

Beispiel: Ideale Zylinderspule in Luft

B, 1 B, B2

wmsz-deﬂ—jB-deg-ﬂz —1H -B =iy, -H’, (2.76)
0 00 0

H. =#, 2.77)

n I
W,o=t-w,=A4-1-u, I =1L.1%, (2.78)
, A
L=y,-n e vgl. (2.39). (2.79)
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Beispiel: Koaxialkabel
Fiir ein Koaxialkabel, dessen Querschnitt in Abbildung 2.24 dargestellt ist, sollen folgende
Voraussetzungen gelten:

e U =poim gesamten Raum,

e homogene Stromverteilung in den Leitern,

i Ra2 - Ral << Ral ; Ral >> Ri.

Aus der gespeicherten magnetischen Energie pro Langeneinheit bei Stromfluf soll die Induk-

.. L L .
tivitdt pro Langeneinheit L' = % bestimmt werden.

Abbildung 2.24: Querschnitt Koaxialkabel

a) Feld im Innenleiter 0 <r < R;:

r
H =1-——-, vgl.(141), 2.80
0 2 7R gl. (1.41) (2.80))
] 2
Wm(l”)Z%'ﬂo-H;:%'ﬂo'(mj - (2.81)
IR P
W =\w -dt=—-u,- NP 2mrdr=p,-——-1, 2.82
2
Wn2=ﬂ=”° L. (2.83)
l 16-7
J . (2.84)
8- 1

L. st die sog. innere Induktivitit eines langgestreckten zylindrischen Leiters pro

1

Langeneinheit. Sie ist offensichtlich unabhéngig vom Radius des Leiters.

b) Feld in der Isolation R, <r<R,:

Hq,:I-L, vel. (1.37), (2.85)
2-w-r
] 2
Wm:%.ﬂo.]—];:%.luo.(z.”‘rj , (286)
1 1Y o 1 I* R
W = —. o — l .d}/:_. . .ln_al’ 287
" 2”0[2%} ,{ ’ 227 TR (257)
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L=t Wu _to gy Ra (2.88)
)

1

L, istdie sog. duBlere Induktivitit, da es sich um das Feldgebiet aullerhalb des Leiters

a

handelt.

¢) Feld im AuBlenleiter R, <r<R ,:

al —

Die Feldstiarke, die vom Innenleiter herrithrt nimmt mit 1/r ab. Zusétzlich wird das
Feld im AuBenleiter durch den Gegenstrom geschwicht. Aullerdem ist der Au3enleiter
nach Voraussetzung sehr diinn. Es ist daher anzunehmen, daB3 die ,,innere Induktivitat*
des AuBenleiters gegeniiber der inneren Induktivitdt des Innenleiters und gegen die
dulere Induktivitdt vernachléssigbar ist (L', << L',+L',).

d) Gesamtinduktivitat:

L'z;‘_O-[1+4-1n%j, (2.89)
T

Es soll nun abgeschitzt werden, welcher Fehler durch die Vernachldssigung der inneren In-
duktivitit des AuBenleiters begangen wird. Mit R, =2-R, und R}, — R}, = R} (gleiche
Stromdichte im Innen- und AuBenleiter) ergibt sich

L <004
Ll

und damit ein Fehler von ca. 4%. Bei einem 752 Antennenkabel betragen die Radien jedoch
R, =31mm und R, =0,35mm, so dal} der Fehler erheblich geringer wird. Die Néherung ist

demnach zuléssig.
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2.4.3 Kraft auf die Grenzflachen des Luftspalts eines Magnetkreises

In Abbildung 2.25 ist ein Magnetkreis mit einem Luftspalt der Lange d dargestellt. Es soll
vorausgesetzt werden, daf3 die Permeabilitdt des Magnetmaterials um Grof3enordnungen gro-
Ber als die Permeabilitit der Luft ist (1, >> 1, ). AuBerdem sei der Luftspalt hinreichend

kurz, so daf} die Streuung vernachléssigt werden kann. In diesem Fall ist wegen H,,, >> H,

nahezu die gesamte magnetische Energie des Kreises im Luftspalt gespeichert.

Mg — > (I)
I
ot [ d
- \ -
\ *
o—|
HFezO

Abbildung 2.25: Magnetkreis mit Luftspalt

Es soll nun das Prinzip der virtuellen Verriickung angewendet werden. Die Kraft wirkt in
Richtung einer Verkiirzung des Luftspalts, da entgegengesetzte Magnetpole an den Enden des
Magnetkerns entstehen. Bei einer Verringerung des Luftspalts um Ad dndert sich die Feld-
energie bei konstantem Erregerstrom um:

AW ey =31 [Paiy = ¥ (2.90)

magn

Bei der Verriickung wird eine Spannung in der Erregerspule induziert, da sich der Flu3 und
damit die FluBverkettung dndert. Dies ist die Anderung der Gesamtenergie, die von der Quel-
le aufgebracht werden muf:

At Atle
AW, =AW, :IIuL -dt =I“-7dt :][\{l(d_Ad) _l{l(d)]_ (2.91)
0 0

Die geleistete mechanische Arbeit betrigt:
AW . =F-Ad. (2.92)

mech

Die Energiebilanz ergibt:

AW, =AW, + AW, ., =AW, +F-Ad, (2.93)
F-Ad=4 0¥, 0~ Yol (2.94)
pei g Yasn =V, , d¥ (2.95)
2 Ad > dd
Mit
n -1 d¥ n-1
N A, o A 2.96
Ho - (2.96)
folgt das Ergebnis:
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2 .12
F=tou -2 2.4, (2.97)
d
Unter Voraussetzung eines homogenen Feldes im Luftspalt (geringe Streuung) gilt dann:
n-l n-l
H0=75 B0=,UO'7 (2.98)
Bz
F=1.H -B,-A=1+-—"-4. (2.99)

Zahlenbeispiel: Bo=1T, A =10 cm?

2
WS- Am 6 o1m?® = 3,98kN .
m' -4-7-100" Vs

F=1.
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2.5 Gegeninduktion, Gegeninduktivitdt, Transformator

Ein Transformator ist eine Anordnung aus zwei Spulen, deren Magnetfelder, hiufig {iber ei-
nen Magnetkreis, miteinander verkettet sind. Die Spulen sind in Abbildung 2.26 symbolisch
als Leiterkreise dargestellt. Unter der Voraussetzung linearer Materie ist das Uberlagerungs-
prinzip giiltig.

Abbildung 2.26: Magnetisch verkettete Leiterkreise.
Folgende beiden Félle werden betrachtet und anschlieBend iiberlagert:

a) Nur Kreis 1 fiihrt Strom 1;:

FluBverkettung Kreis 1: Y,=L, i
FluBverkettung Kreis 2: ¥, =L, i

b) Nur Kreis 2 fithrt Strom i,:

FluBverkettung Kreis 1: ¥,=L,i,

FluBverkettung Kreis 2: ¥, =L,-i

9) Uberlagerung:

\P1:T11+\P12:L1'i1+l’12'i2 (2.100)
\Pz :\le +\P22 :LZI 1) +L2 ‘1,

Die Parameter L; und L, werden als Selbstinduktivititen der Leiterkreise bezeichnet. L;»
und L, sind die Gegeninduktivitiiten

Unter der Annahme reziproke Materie 148t sich zeigen, daf3
Li;=L=M (2.101)

gilt. Es gilt M > 0, wenn positive Strome in beiden Leiterschleifen gleichgerichtete Fliisse
erzeugen, sonst ist M <0.

Unter zusitzlicher Beriicksichtigung von Ohmschen Widerstdnden ergeben sich durch Diffe-
rentiation von (2.100) die Spannungen an den Leiterkreisen:
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d¥,
u, :il'R1+71
d;/ . (2.102)
U, =i, R, +—=
dt
Daraus folgt mit (2.100):
u, =i1-R1+Llﬂ+ iy
datl' ”Z_ . (2.103)
. l 1
u, :zz-R2+M7;+L2d—;

Das Gleichungssystem (2.103) beschreibt den verlustbehafteten Transformator. Die Leiter-
schleifen sind die (meist iiber einen Magnetkreis) magnetisch gekoppelten Spulen. Durch die
Gegeninduktion bewirkt eine Stromdnderung in einem Kreis eine induzierte Spannung im
anderen Kreis und umgekehrt. Die Terme in (2.103) bezeichnen:

ii-R,i,"R,: Die Ohmschen Spannungsabfille der Wicklungen,
di, di, S . .
L—, L,—: Die Wirkung der Selbstinduktion,
dt dt
di, di, S . .
o M ’ : Die Wirkung der Gegeninduktion.

Transformatoren bzw. Ubertrager sind Bauelemente, bei denen die Gegeninduktivititen mog-
lichst groB und die Wicklungswiderstinde moglichst klein gehalten werden. Die
Gegeninduktivititen werden maximal, wenn der von der Spule 1 erzeugte Flul vollstindig
mit Spule 2 und umgekehrt verkettet ist. Letzteres wird durch die Verwendung von
Magnetkreisen weitgehend erreicht. Abbildung 2.27 zeigt symbolisch eine Realisierung des
Gleichungssystems Abbildung 2.27 mit einem Magnetkreis. Bei einem idealen Magnetkreis
gilt ¢, =@, , d.h. der Streuflull verschwindet. Bei Streuung des Magnetfeldes ist nur jeweils

ein Teil des Flusses mit der anderen Spule verkettet: ¢, #0

o
i, R R, 1,
o —1 o
u, s U,
o | ——————o0
o,

Abbildung 2.27: Transformator mit verlustbehafteten Wicklungen

Eine Idealisierung ergibt sich fiir R, = R, = 0. In diesem Fall spricht man vom verlustfreien
Transformator.
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Streufreier Transformator

Der Streufreie Transformator, der auch Ubertrager genannt wird, ist ein idealisiertes Mo-
dell. Fiir die Fliisse in den Schenkeln gilt: ¢, = ¢, . Fiir die Teilfliisse folgt dann:

n -1 n, -1
CDM:%:QDZI, D, = 2R 2:(1)12- (2.104)

m m

Durch Multiplikation mit den jeweiligen Windungszahlen ergeben sich die FluBverkettungen
der Spulen, jeweils mit Bezug zur felderzeugenden Spule:

n, -1 n
Y,=n-¢,=n,- ll{ml:Ll'Il: Ll:R_in’
n, -1 n,-n
‘1’21=n2-(|)”=n2~ 11{ 1:Lzl'Il: L, = i{ 2,
" 2m ) (2.105)
n,-I n
V,=n,-¢,=n,-——2=L,1,: LZ:R—Z,
n,-I n, -n
V,=n-¢6,=n" §m2:L12'12: L, = i{mz

L=%n (2.106)
n; 'l’lj

Ly=L;=M=="—, (2.107)

M=JL L. (2.108)

Transformator mit Streuung

Fiir den Transformator mit Streuung gilt fiir die Gegeninduktivitit:

M=k-\JL -L, <,/L,-L, mit 0<|k <1, Kopplungsfaktor. (2.109)
Dabei werden folgende Fille unterschieden:
k| =1 ideale Kopplung, keine Streuung,
lk|=0 keine magnetische Kopplung der Stromkreise,
k<0 negative Gegeninduktivitit, FluB der einen Spule schwicht den
FluB3 der anderen Spule.

Streufreier, verlustloser Transformator

Der streufreie, verlustlose Transformator wird auch als idealer Ubertrager bezeichnet. Es
gilt:

R =R, =0, [k|=1, (2.110)

Das Schaltsymbol ist in Abbildung 2.28 dargestellt.
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i n, N
——O
u, ‘/uz
<
k=1

Abbildung 2.28: Idealer Ubertrager

Im folgenden werden einige ausgezeichnete Betriebsfille betrachtet:

e Leerlauf I:

i, =0,
di di
u, =M -—2%, u,, =L, -—=, 2.111
1L dt 2L 2 dt ( )
Uy _ L, _nm
u, M n
o Lecerlauf2:
i, =0,
di di
U, = 1~7;, u2L=M'7;, (2.112)

u, L n

In beiden Leerlauffillen verhalten sich die Leerlaufspannungen wie die Windungszahlen:

U, n

_Mm 2.113)
Uy Mm
e KurzschluB 2: u, = 0 daraus folgt ¥, = const.
w . .
A oo p By g dox 2.114)
dt dt dt
. L di
di _ L di und durch Integration (2.115)
dt M dt
L
i == g g (2.116)

Berticksichtigt man den Gleichstrom, der als Integrationskonstante eingefiihrt wurde nicht,
(1, =0), dann ergibt sich

k=T (2.117)
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d.h., daB sich die KurzschluBstrome beim idealen Ubertrager umgekehrt wie die Windungs-
zahlen verhalten.

2.6 Reihen- und Parallelschaltung von Spulen

2.6.1 Ideale, ungekoppelte Spulen

Die Wicklungswiderstinde werden vernachldBigbar. Die Fliisse der Spulen sind nicht
miteinander verkettet.

. wy u, u,
i ——> —> —
O—’—NWV\—.—’VWV\—. . . ._fvvw‘_o
Ll L2 Ln
u

Abbildung 2.29: Serienschaltung ungekoppelter Spulen
Fiir die Serienschaltung geméf Abbildung 2.29 gilt:

u=u, ¥, +..+u, =L ~ﬂ+L2 -£+...+Ln ~ﬂ=(Ll +L, +...+Ln)-ﬁ,
d dt dt dt
L, =L+L+.+L,. (2.118)

Abbildung 2.30: Parallelschaltung ungekoppelter Spulen
Fiir die Parallelschaltung gemaf3 Abbildung 2.30 gilt:

U=u, =u, =...=u,, =i +i,+...+i,

no

n

ot .
dt dt dt dt

Mit diy =2 und a_n folgt
d L, d L

di_di  di, - di,

ges
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u u u .
—— =—+—+...+4— und damit
Lges L L,

1
L, L L, L

2.6.2 Zwei ideale, gekoppelte Spulen
Entsprechend Abbildung 2.31 gilt fiir die Serienschaltung:

u=u +u,,
u, =1L, -£+M-ﬂ, u, :L2-£+M-ﬂ,
dt dt dt dt

u:(L1+L2+2-M)%

Mit k= folgt

Lges =L +L,+2-M=L +L,+2-k-\/L -L, .

V-

Abbildung 2.31: Serienschaltung von zwei gekoppelten Spulen

Spezieller Fall : k=1, idealer. streufreier Transformator:

Ly =L+L+2-JL L, =(JL, +{L,) .
2
Mit L :Z—i folgt:

m

1
RN I ey

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)
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2.6.3 Parallelschaltung zweier gekoppelter, verlustfreier Spulen:
Entsprechend Abbildung 2.31 gilt fiir die Serienschaltung:

i=i+i,, u=u =u,

u=u=L i +M-i,, u=u,=M-i +L,-I,

Losen nach i, und i, :

: L2_M : Ll_M
LM T oM
12 T 12 T
.. u L+L,-2-M
=i+, =—=—"""—
L L-L-M
2
Mittkopplung , M >0 :L = L-L,=M (2.123)
Li+L,-2:|M|
L-L -M*
Gegenkopplung , M <0 :L=—1"2 2.124
BEOPPTRE L+L,+2-|M| 2129
Ai,
il
ul u, I f : u,
b : S "
C P

Abbildung 2.32: Parallelschaltung von zwei gekoppelten Spulen
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3 Berechnung von Wechselstromschaltungen

Im folgenden wird davon ausgegangen werden, dal? die QuellgréfRen im Netzwerk periodisch
zeitabhangige Grolien sind. Zugelassene Netzwerkelemente sind, neben den Quellen, Wider-
stinde R, Induktivitdten L, Kapazitaten C und Gegeninduktivititen M (sog. RLCM-
Netzwerke). Das hauptsdchliche Ziel besteht in der Berechnung des eingeschwungenen Zu-
stands fur harmonisch zeitabhangige Quellgrofen.

3.1 Periodische zeitabhangige Grdflien
Eine periodische Zeitfunktion erfillt die Bedingung (vgl. Abbildung 3.1):

it)=i{t+n-T). (3.1)

Dabei ist T die Periodendauer. Die Frequenz f und die Kreisfrequenz @ sind folgenderma-
Ren definiert:

1 1 o
fz?, [f]zmzls =1Hz (Hertz). (3.2)
w=2r-1, [a)] =1s™. (3.3)
i(t)
A
>t
T

Abbildung 3.1: Periodische Zeitfunktion

3.1.1 Mittelwerte periodischer Grof3en

Gleichwert, arithmetischer Mittelwert

t'+T

-1 e,
Definition: i=—- [i(t)-dt. 3.4
rJio (3.4)

Der Gleichwert eines Stromes ist damit proportional zu der pro Periode transportierten La-
dung:

t'+T

Q, = j i(t)-dt = i-T. (3.5)

t
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Der Gleichwert eines periodischen elektrischen Stromes entspricht demnach einem Gleich-
strom, der im Zeitraum T die gleiche Ladung transportiert und damit die gleiche elektroche-
mische Wirkung hat.

Effektivwert, guadratischer Mittelwert:

Definition: = /— t]'Tl (Hdt . (3.6)

Beispiel: Ohmscher Widerstand
u(t) =i(t)-R,

p(t) =u(®)-i(t) =i"(t)-R.
Fur die pro Periode T umgesetzte elektrische Energie ergibt sich:
t'+T 4T
= jp(t).dt=R.ji2(t).dt. (3.8)
t' t'
Gesucht wird ein Gleichstrom, der im Zeitraum T die gleiche Energie umsetzt.
t'+T
W*=17.R-T =R [i*(t)-dt
) (39)

Der Effektivwert eines Stromes (einer Spannung) entspricht demnach einem Gleichstrom (ei-
ner Gleichspannung) der (die) an einem ohmschen Widerstand zum gleichem Energieumsatz
pro Periode fiihrt.

Definition der Wirkleistung:

Die Wirkleistung ist definiert als der arithmetische Mittelwert der Augenblicksleistung:

t'+T

j p(t)dt. (3.10)

Fur einen ohmschen Widerstand gilt demnach:

t' t'+T

]2 Rdt = — j i%dt = (3.11)
t'

1
=
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3.2 Harmonische Wechselgréi3en

Jede periodische Zeitfunktion kann in eine Summe aus einer Gleichgréfie und einer periodi-
schen Zeitfunktion mit verschwindendem Gleichwert zerlegt werden.

t'+T

=T j i(t)-dt. 3.12)
=i(t)—i. (3.13)
:_tf(.a)_.) dt=i-i-o0. (3.14)

Definition WechselgroR3e: Periodisch zeitabhangige GroRe deren Gleichwert verschwindet.

Harmonische WechselgroR3e: Wechselgrofie mit harmonischer Zeitfunktion:
X(t) = X, - €0s(e(1)) = X, -sin(e(t) +£) = X, -sin(e’ (1)), (3.15)

mit (p(t)=a)'t+(p0,gp'(t)=a)-t+(/)0+%=a)-t+¢o', (3.16)

X(t) = X, -cos(at + @y) = X, -Sin(wt + @, +5) = X, -sin(wt+,'),  (3.17)
= ¢(0), @5 = ¢'(0) : Nullphasenwinkel, x,: Amplitude.

Es ergibt sich eine identische Darstellung als Kosinus- bzw. Sinusfunktion mit unterschiedli-
chem Nullphasenwinkel. Die Forderung nach Periodizitét ist durch die harmonischen Zeit-

funktionen implizit erflllt. Fir die Kreisfrequenz gilt:
a)zz_l_—ﬂ=27z-f. (3.18)

Wie fir eine WechselgroRe gefordert, verschwindet der Gleichwert:

t'+T

§=%jx0-cos(a;-t+(p0)-dt=0. (3.19)
g

Der Effektivwert einer harmonischen WechselgroRe ergibt sich zu:

1t’+T2 ,
X :\/? J'XO -Cos“(w-t+¢,)-dt.

mit cos® a = 1 (1+cos(2a)) folgt:

24T 2 [t+T t'+T
—\/%?0 [[L+cos(2- at +2¢,)]-dt =\/A’;—°{ jdt+ [cos2(at +p,)-dt |.
t' t'

-

=0

X = (3.20)

o
ok
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Der Effektivwert einer harmonischen WechselgréRRe ist demnach gleich der Amplitude divi-
diert durch /2.

Der Effektivwert hat im Gegensatz zum Scheitelwert eine direkte technische Bedeutung, da
sich die Wirkleistung aus dem Effekivwert ergibt (3.11). Haufig wird daher statt des Schei-
telwerts, der Effektivwert in der Schreibweise einer harmonischer WechselgroRe verwendet:

X(t) =+/2- X -cos(w -t +¢,), (3.21)

i(t) =+/2-1-cos(w-t+g,). (3.22)
X, | : Effektivwerte

3.3 Zeigerdarstellung harmonischer Wechselgrof3en
Eine harmonische WechselgroRe

i(t) =i,-cos(@-t+¢,) =~2-1,-cos(w-t+p,),

kann geometrisch als Zeiger der Lange i, dargestellt werden, der mit einer Bezugsachse zum

Zeitpunkt t = 0 den Winkel ¢, einschliel3t und mit der Winkelgeschwindigkeit o in mathema-
tisch positivem Sinn (entgegengesetzt zum Uhrzeigersinn) rotiert (vgl. Abbildung 3.2). Der
Augenblickswert der harmonischen WechselgroRe ergibt sich als Projektion des Zeigers auf
die Bezugsachse. Alternativ kdnnen die Zeiger als feststehend betrachtet werden und die Be-
zugsachse rotiert in mathematisch negativem Sinn. Wegen der technischen Bedeutung des

Effektivwertes wird in der Regel als Lange des Zeigers der Effektivwerte I, _ o und nicht

2

der Scheitelwert gewéhlt. In diesem Fall spricht man von Effektivwertzeigern.

o-t
?(t =0)
/Bezugsachse
> = > i(t)

iy Cos(-t;+¢y) i
==t . =i(t=0)
|
i

Abbildung 3.2: Zeigerdarstellung harmonischer WechselgrofRen

Effektivwertzeiger von harmonischen WechselgroRen gleicher Frequenz werden wie Vekto-
ren grafisch addiert bzw. subtrahiert. Damit konnen die Kirchhoffsche Knotenregel (KHK)
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bzw. die Kirchhoffsche Maschenregel (KHM) anschaulich grafisch dargestellt werden. Resul-
tierende Strome oder Spannungen ergeben sich dabei grafisch, ohne komplizierte Berechnun-
gen mit den Additionstheoremen von Winkelfunktionen.

In Abbildung 3.3 ist links ein Knoten eines Netzwerks dargestellt. Zwei der Stréme seien har-

monische Wechselstrome gleicher Frequenz:

i,(t)=~2-1,-cos(w-t+

1() 1 ( ®1) . (3.23)
i,(t)=+/2-1,-cos(@-t+¢,)

Der Strom
i,(t) =2 1,-cos(@-t+¢,)++/2-1,-cos(@-t +p,)
=+/2-1;-cos(@-t+ @,)

. (3.24)

soll bestimmt werden.

Abbildung 3.3: Zeigerdarstellung der KHK

Das Zeigerdiagramm in Abbildung 3.3 zeigt die Situation fur t=0+k-T (k=0, 1, 2, ...).

Die Darstellung im Zeigerdiagramm ist anschaulich und der Zeiger des resultierenden Stro-
mes ist einfach abzulesen. Durch Anwendung der Theoreme der Winkelfunktionen ergibt sich
aus (3.24):

l, =12 +1242-1,-1,-cos(p, — @,)
l,-sinp, +1,-sinp, - (3.25)
l,-cose, +1,-cosgp,

@, =arctan

Die Kirchhoffsche Maschenregel (KHM) kann entsprechend durch ein Zeigerdiagramm dar-
gestellt werden.
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3.4 Der eingeschwungene Zustand linearer Wechselstromschaltungen

Lineare Wechselstromschaltungen bestehen aus linearen Netzwerkelementen. Im folgenden
wird von nachstehenden Elementen ausgegangen:

— Widerstande R: Ug = R-ig,
. . d
— Kapazitaten C: i.=C- L
dt
I di,
— Induktivitaten L: u, = L-E,

Unabhéngige ideale Quellen mit identischer Frequenz:
i,(t) =21, -cos(w-t+p,)

u,(t) =v2-U, -cos(w-t+g,)

Bei den Quellen wird vorausgesetzt, dal ideale Stromquellen keine Schnittmengen bilden,
und dal ideale Spannungsquellen keine Maschen bilden, da andernfalls die Kirchhoffschen
Regeln verletzt wirden. Gegebenenfalls konnen lineare gesteuerte Quellen und lineare Ge-
geninduktivitaten als Elemente hinzugefligt werden.

Fur ein derartiges Netzwerk kann ein linear unabhangiges System von Netzwerkgleichungen
nach folgenden Regeln erstellt werden:

e Wiéhlen eines Baumes, der alle idealen Spannungsquellen aber keine idealen Strom-
quellen enthalt,

e s =Kk-1 linear unabhangige Schnittmengengleichungen:
ZiR+ZiC+ZiL =—Ziq(t), (3.26)
S S S S
e m=2z-k+ 1 linear unabhangige Maschengleichungen:

DUg+ D U+ U ==> uy(t), (3.27)

e 7z linear unabhangige Zweiggleichungen:

U =R-iy
D dug
© 7 dt
di
u =L-—=, 3.28
1 ot (3.28)

i, () =v2-1,-cos(w-t+g,),

u, (t) =\/§-Uq -COS(@ -t + @, )
Das Gleichungssystem aus 2z linear unabhangige Gleichungen besteht aus gewohnlichen Dif-
ferentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizenten sowie aus algebraischen Glei-

chungen und wird als System von Differential-Algebraischen-Gleichungen (DAG) be-
zeichnet.
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Nach dem Einschalten der Quellen zum Zeitpunkt t = 0 ergibt sich aus der homogenen L6-
sung des Systems ein Einschwingvorgang, der abklingt. Nach dem Abklingen des Ein-
schwingvorganges verbleibt die partikuldare Losung des Systems, die auch als eingeschwun-
gener Zustand bezeichnet wird. Dieser soll im folgenden nun betrachtet werden. Samtliche
Zweigstrome und Zweigspannungen des eingeschwungenen Zustands sind dabei harmonische
Zeitfunktionen:

i,(t) =21, -cos(@-t+9,)

) 3.29
uz(t)=\/§-UZ-COS(a)-t+(puz) ( )

W (D = i (2 @ 2)

R Ic S, S,

uq(t)l ¢ luc Baumzweig

©)

©)

Abbildung 3.4: Beispiel einer linearen Wechselstromschaltung

Zur Untersuchung des Zeitverhaltens einer linearen Wechselstromschaltung wird beispielhaft
die in Abbildung 3.4 gezeigte Schaltung betrachtet. Der gewéhlte Baum ist rechts in der Ab-
bildung dargestellt. Entsprechend den o.a. Regeln ergibt sich nachstehendes System von
DAG:

1. m=z-k+1=1 Maschengleichung: Ug +Uc = U, (1) (3.30)
2. s =k —1=2 Schnittmengengleichungen: i, —i; =0 (3.31)
ip—i. =0 (3.32)
3. z Zweiggleichungen: U, = \/E'Uq -cos(w-t+¢,,) (3.33)
Ug =R-ig (3.34)
d:tc :é-ic (3.35)

(3.31),(3.32), (3.34) und (3.35) eingesetzt in (3.30) ergeben:
R.C. d(‘;tc FUg = U (t). (3.36)

Mit (3.33) und 7 =R-C folgt:

e Ly Y ot (3.37)
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Es handelt sich um eine gewdhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung in uc, die folgender-
malien gel6st wird:

. d
L6sung der homogenen Gleichung % ;don g (3.38)
T

Als Ldsungsansatz wird
Ugy () = K-, (3.39)
verwendet, wobei K eine beliebige Konstante sei. Daraus folgt

—at
“Keoae™iK-S -0, (3.40)
T

woraus sich

a=

1 (3.41)
T

ergibt. Aus dem gewahlten Ansatz (3.39) ergibt sich damit die Lésung der homogenen Glei-
chung zu:

t

Uy ) =K -e 7. (3.42)

Ucp +UCP _ V2-u
T T

Ldsung der inhomogenen Gleichung

L.cos(w-t+@,):  (3.43)

Als Ldsungsansatz wird
Ugp =2 -Ugp - COS(@ -t + 95 ) (3.44)
verwendet. Daraus folgt:

J2.u

q

—ﬁ-co-UCP -sin(w~t+¢ucp)+\/§-%-ucp -Cos(w - t+@,cp) = -cos(w-t+¢,,)

U [cos(@ t+9,ep) @ 7-siN(@ t+¢,ep) | = U, - Cos(@ -t + 9,

Durch Anwendung der Additionstheoreme und Koeffizientenvergleich ergeben sich:

)
Uep =——— und ¢, =¢,, —arctan(w- 7). (3.45)

Vi+o? 72
(3.45) eingesetzt in (3.44) liefert die sog. partikulare Losung.
Die Uberlagerung von homogener und partikularer Lésung liefert die Gesamtlosung
Uc(t) =K ugy +Ucp, (3.46)

t

Uc(t)=K-e " ++/2-Ug -cos(@ -t + @ ,cp ), (3.47)
die die Differentialgleichung (3.37) erfullt.
Die Konstante K ergibt sich aus der Anfangsbedingung u.(t=0). Wird z.B.
U (t = 0) = 0 gewahlt, folgt 0=K ++/2-Ug, - c05(¢p,cp)) und damit
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K'=—v2-Ug -COS(@ycp) - (3.48)

Die Losung der Differentialgleichung (3.37) unter der gewéhlten Anfangsbedingung
Uc (0) = 0 lautet damit:

_t
Ue () =2 Uy +| COS(0 -t + @p) — COS(@p) € © (3.49)
mit
U
r=R-C,U,p=—+—"""— = g, —arctan(w - 7) (3.50)

» Py
1+ (w-1)° “

Die homogene Ldsung klingt mit der Zeitkonstanten t ab. Es verbleibt die partikulare Losung
als eine harmonische Zeitfunktion, die als eingeschwungener Zustand bezeichnet wird:

Uee (1) = \/E'UCP +CoS(@-t+ @) - (3.51)

Abbildung 3.5 zeigt als Beispiel fiir einen Einschwingvorgang die grafische Darstellung von
(3.49) fur @ =27 -50Hz und 7 =100ms . Man erkennt, da3 die Anfangsbedingung u,(0) =0
erfillt ist. Der Einschwingvorgang ist nach mehreren Zeitkonstanten = weitgehend abge-
schlossen und es verbleibt eine reine harmonische Schwingung als eingeschwungener Zu-
stand.

P A i f b
N m‘\ ﬂ ﬂ ‘*[
1 7 ﬁ fl H j \“ : | | l\ | /
VLT ]
I A A TR
N s
ok —HAHHHHAHAHHH
) HH“
IIRIANIIRR TR
. A [T
AT A
IR
K
x‘u
J

t
t(s)

Abbildung 3.5: Beispiel fur Einschwingvorgang
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Bei linearen Wechselstromschaltungen interessiert nun lediglich der eingeschwungene Zu-
stand. Man nimmt also an, daB der Einschaltzeitpunkt der Quellen so weit zurlickliegt, dal}
samtliche Einschwingvorgénge vollstandig abgeklungen sind.

3.5 Harmonische Wechselgré3en als komplexe Effektivwertzeiger

3.5.1 Komplexe Zahlen und Gro3en
Im folgenden wird lediglich eine kurze Zusammenfassung gegeben. Es sei auf die Lehrveran-
staltung ,,H6here Mathematik* verwiesen.

Fur die imaginére Einheit wird in der Elektrotechnik der Buchstabe j statt i verwendet, um
einer Verwechslung mit der Bezeichnung fiir den elektrischen Strom vorzubeugen:

ji=v-1, j=-1. (3.52)
Fir eine komplexe Zahl oder GroRe folgt damit:
z=x+]j-y mit x=Re{z}, y=Im{z}. (3.53)

Abbildung 3.6 zeigt im ersten Quadranten die komplexe GroRe z in der komplexen Ebene. In
Polarkoordinaten ergibt sich fur z:

x=|z|-cosp, y=lz-sinp, z=lz-(cosp+ j-sing) (3.54)

mit Z|=x*+y*, o= arctan%. (3.55)

Im{ } A
A
Iy
cp\ X’ >
N _Re{}
-y
VZ_*

Abbildung 3.6: Komplexe und konjugiert komplexe Grolie in der komplexen Ebene
Aus der Eulersche Formel

el =cosp + j-sing (3.56)
folgt mit (3.54):
2=z (cosp + j-sing) =|z-e’7.

Die zu z konjugiert komplexe GroRe ist definiert mit:
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7 =x-j-y=|g-(cosp- j-sinp)=|z-e7. (3.57)
Sie ist in Abbildung 3.6 im 4. Quadranten dargestellt. Aus der Eulerschen Formel folgt:
CoSQp = % - (e‘"‘" + e""‘"), sing = Zi - (e‘“‘” - e’”’). (3.58)
J
Damit ergeben sich fir Real- und Imaginérteil von z:

Re{z}=|z|-cose :%(;+;*), Im{z} =z|-sin ¢ = Zij(;—;*). (3.59)

3.5.2 Abbildung einer harmonischen Zeitfunktion in einen komplexen Effektivwert-
zeiger

Harmonisch zeitabhangige GroRen in einem elektrischen Netwerk lassen sich eineindeutig in

komplexe GroRen abbilden, wenn vorausgesetzt wird, dal die Frequenz der Schwingungen

konstant und einheitlich im gesamten Netzwerk ist:

ut)=+v2-U-cosw-t+¢p,) < U=U.e"
(3.60)
i(t)Z\/E-|-COS(a)-t+gpi) = l:|_ej(/’i

Die komplexe GroRe, auf die die harmonische Zeitfunktion abgebildet wird, enthalt als Para-
meter den Nullphasenwinkel ¢,; und den Effektivwert U, I. Sie wird als komplexer Effek-

tivwertzeiger bezeichnet. Da die Frequenz @ einheitlich im Netzwerk ist und bekannt ist,
taucht sie nicht als Parameter auf. Mit der bekannten Frequenz ist auch die inverse Abbildung
eindeutig.

Wird eine harmonisch zeitabhangige GroRe differenziert, ergibt sich

di[\/?-u ~cos(a)-t+(pu)]:—\/§.u -o-sin(w-t+¢,)
t (3.61)

=+2-U -a)-cos(a)-t+(pu+%j

Die Abbildung in eine komplexe Groél3e nach (3.60) ergibt

%[ﬁ-u ~COS(a)-t+(pu)] o w-U.e™?_ jo-U-e” =jo-U (3.62)
Die Differentiation der Zeitfunktion entspricht demnach der Multiplikation der komplexen

Grolke mit dem Faktor jw .
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3.6 Berechnung des eingeschwungenen Zustands linearer Netzwerke mit
komplexen Effektivwertzeigern.

Wendet man Abbildung der harmonischen Zeitfunktionen in komplexe Effektivwerzeiger auf

die Strom/Spannungsbeziehungen an Widerstand, Induktivitat und Kapazitét an, folgt:

U

() =R-iz(t) < Ug;=R-1; bzw. I, :?1 (3.63)
di, (t . U
. -L- U =jor Lol baw. == b (3.64)
o=c. MO _js.cou. baw U ——te (3.65)
dt jo-C

Die Beziehungen (3.63) bis (3.65) fiir die komplexen GroRen entsprechen dem ohmschen
Gesetz in einer verallgemeinerten Form:

1=2-vyU baw u=1-z.1, (3.66)

z Y
mit

R (3.67)

=R XR [} .
1 )

Z =2 =jeL, (3.68)
Y,

Zc =i=_il (3.69)
Yo jaC

Z hat die Dimension eines Widerstands und wird als komplexer Widerstand oder kurz als
Impedanz bezeichnet. Der Kehrwert Y hat die Dimension eines Leitwerts und wird als kom-
plexer Leitwert oder kurz als Admittanz bezeichnet.

Die Beziehungen gelten nur im eingeschwungenen Zustand eines linearen Netzwerks bei ein-

heitlicher Frequenz aller Quellen, da sich nur in diesem Fall sdmtliche NetzwerkgroRen als
harmonische Zeitfunktionen mit einheitlicher Frequenz ergeben.

Mit (3.60) und (3.66) bis (3.69) gelten flr Widerstand, Kapazitat und Induktivitat die Bezie-
hungen:

Ug=U,-e™=Z_.1.=R-1,-e/=, (3.70)
R R

U =U e =7 -1 =joL-1 e =1 -oLe "7, (3.71)

Uc=Ug e =21, ﬂ@ic' oo =l =™ @)

Am Widerstand haben Strom und Spannung den gleichen Nullphasenwinkel, sie sind in Pha-

se ( @yr = @r)- An der Induktivitat eilt die Spannung dem Strom um % oder um eine Vier-

telperiode voraus (¢, =@, +%). Entsprechend eilt an der Kapazitat der Strom der Span-
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nung um eine Viertelperiode voraus (¢, = ¢, +%). Diese Ergebnisse kdnnen anhand der
harmonischen Zeitfunktionen leicht Uberprift werden.

Am Beispiel aus Abbildung 3.4 soll die einfache Berechnung des eingeschwungenen Zu-
stands mit den komplexen Zeigern gezeigt werden. Es ergab sich dabei die Differentialglei-
chung (3.37):

du. 1 1
—=+—-U. =—-U,(t), 7=R-C
d ¢ ¢ q()
mit

(3.73)
u,(t) = \/E-Uq -cos(@-t+¢,).

(3.74)
Durch Transformation der harmonischen WechselgréRen in komplexe Zeiger folgt mit der
Regel fir die zeitliche Differentiation:

(3.75)
Damit ergibt sich als Losung fir den komplexen Spannungszeiger U . am Kondensator:

1 1
U=Z’—q=RC—q_ Lﬁ 1
=Tl jor L rel

T

—. (3.76)
R+ — Jo

RC JaC

Gleichung (3.76) ergibt sich einfach aus dem Maschengleichung gemaR Abbildung 3.7, wenn

jedes Element der Schaltung durch seine Impedanz (Admittanz) beschrieben wird. Statt der

Losung einer Differentialgleichung ist lediglich die Losung einer algebraischen Gleichung
mit komplexen GréRen erforderlich.

Abbildung 3.7: Komplexes Ersatzschaltbild des Beispiels

Nun ist noch zu zeigen, daR das mittels komplexer Effektivwertzeiger erzielte Ergebnis mit
dem Ergebnis der Losung der Differentialgleichung tbereinstimmt. Aus (3.76) folgt mit
1

2
_+j'6!)=—°(l+j-a)~z'): Vl+(a) T) . jarctan(mr):
T T

(3.77)
7
1 _i.arctan(e-
U =ﬁ_e jacta(cor)_Uq’ (378)
- Y1+ (w-7) -
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_ U
Mit U.=U.-e", U,=——-— (3.79)
—-= ¢ ¢ 1+ (w-7)°
und Puc = @, —arctan(w - 7). (3.80)

ergibt sich durch Umkehrung der Transformation die zugehdrige harmonische Zeitfunktion
Zu:

Uc(t) =2 -Ug -cos(@ -t +¢,.). (3.81)

Diese Zeitfunktion ist identisch mit dem eingeschwungenen Zustand (3.51), der sich aus der
Losung der Differentialgleichung ergab. Die Differentialgleichung wurde jedoch durch eine
algebraische Gleichung ersetzt, die wesentlich einfacher zu l6sen ist. Tatsachlich steckt die
gesamte Losungsinformation vollstandig im komplexen Effektivwertzeiger U.. :

Ug =U;-e"e (3.82)

. U
mit U =——, 0 =9,-arctan(e-7). (3.83)

V1+(w-7)? ’

Das Rechnen mit komplexen Effektivwertzeigern fiihrt offensichtlich zu sehr effizienten L6-
sungsverfahren fur den eingeschwungenen Zustand linearer Wechselstromnetzwerke. Da die
gesamte Losungsinformation in den resultierenden komplexen Effektivwertzeigern enthalten
ist, ist eine Umwandlung in harmonische Zeitfunktionen nicht erforderlich.

Die Verwendung komplexer Effektivwertzeiger mit den zugehérigen Transformationsvor-
schriften (3.84) macht zur Ldsung des eingeschwungenen Zustands lediglich die Anwendung
einfacher algebraischer Operationen erforderlich. Dies fiihrt zur sog. Operatorenrechnung.
Da die Effektivwertzeiger samtliche Informationen der Losung der Netzwerkgleichungen
enthalten, wird lediglich in Ausnahmeféllen der Ubergang zur harmonischen Zeitfunktion
erforderlich sein:

Z=2-e" <~2-7-cos(et +p) (3.84)

Ublicherweise wird in der Elektrotechnik in Effektivwertzeigern gerechnet und ,,gedacht®,
ohne dal? man sich der Mihe der Transformation in den Zeitbereich unterzieht. Den Bildbe-
reich bezeichnet man auch als Frequenzbereich, weil die Frequenz @ dort der bestimmende
Parameter ist.

3.6.1 Stréme und Spannungen an linearen Zweipolen im eingeschwungenen Zu-
stand

Zur Verdeutlichung sollen noch einmal die Beziehungen zwischen Strom und Spannung im
Zeitbereich und im komplexen Frequenzbereich an linearen Zweipolen untersucht werden.

Ohmscher Widerstand

t 1
iR(t)ziR)zﬁ-uR(t)ze-uR(t) bzw. U, (t) = R-i(t) (3.85)
Lo = Up =Yg Uy baw. Ug =ReLo =Zq Ly, (3.86)

mit
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Z. = R Impedanz des ohmschen Widerstandes, (3.87)

1
Y, = R G Admittanz des ohmschen Widerstandes. (3.88)

R

Admittanz und Impedanz des Ohmschen Widerstands sind reelle GréRen. Abbildung 3.8 zeigt
den Zusammenhang zwischen Strom und Spannung im Zeigerdiagramm. Strom und Span-
nung am Widerstand sind in Phase (¢ = @)

Im
{ }A
in(0) s U,
|
Ug(t) R
-1
U, e
Py
PR "
)Re{}
Abbildung 3.8: Ohmscher Widerstand mit Zeigerdiagramm
Induktivitat:
di
Aus u =L-—*% 3.89
L ot (3.89)
folgt U =jo-LI1,. (3.90)
Damit gilt
U =Z,1, =2 baw. 1, =Y,.U, =2t (3.91)
=L =L =L XL : L —L =L ;L ' '
mit Z =jo-L=w- L~ejE Impedanz der Induktivitat, (3.92)
1 1 -ig : —_—
und Y, =——=——-e 2 Admittanz der Induktivitat. (3.93)
Jo-L w-L
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Im{ }A
IL(t) !L
U,
UL(t) / O L'-
U‘L L
TZC* Pi
> Re{ }

Abbildung 3.9: Induktivitat mit Zeigerdiagramm

Die Beziehung (3.91) entspricht dem ohmschen Gesetz. Die Impedanz wird daher als kom-
plexer Widerstand, die Admittanz wird entsprechend als komplexer Leitwert bezeichnet.
Aus (3.92) und (3.93) folgt

i(outD)

U =U, gl =Z. -1, :|;|_|'ej%'|l|_|'ej(/JIL =Z -1 -e ? (3.94)

und damit @, =@, +%. (3.95)

An der Induktivitét eilt, so wie in Abbildung 3.9 dargestellt, die Spannung dem Strom um %

bzw. um 90° voraus.

Kapazitat:
. du
Aus i.=C-—% 3.96
c ot (3.96)
folgt le=j-o-C-U.. (3.97)
Damit gilt
Uc
le=Yc-Ue==+ bzw. Uc =Z. I, (3.98)
Zc
mit Y.=j-0-C=w-C-e'2 Admittanz der Kapazitat, (3.99)
1 1 -7 .
und Lo =- = -e 2 Impedanz der Kapazitat. (3.100)
Jjo-C w-C
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Im{ } A
IC(t) !k
o Uc
Uc(t) |
% —e — Pic
237 z Puc
> Re{}

Abbildung 3.10: Kapazitat mit Zeigerdiagramm

Die Beziehung (3.98) entspricht dem ohmschen Gesetz. Die Impedanz wird daher als kom-
plexer Widerstand, die Admittanz wird entsprechend als komplexer Leitwert bezeichnet.
Aus (3.98) und (3.99) folgt

i(9uc+0)

!czlc'ej(Pic :Xc'gc:|Xc|'ejg'|gc|'ej%c =Yc-Uc-e ? (3.101)

und damit Pic = Puc +%. (3.102)

An der Kapazitat eilt, so wie in Abbildung 3.10 dargestellt, der Strom der Spannung um %

bzw. um 90° voraus.

3.6.2 Zusammengesetzte Zweipole

Abbildung 3.11 zeigt beispielhaft fur einen zusammengesetzten Zweipol eine Serienschaltung
eines Widerstandes, einer Induktivitat und einer Kapazitéat.

1

U=Up+U +Uc =R l+jo L ls—t 1=z 1=2.1 (3.103)
Jro-C Y
mit Z=R+j-w-L+- Impedanz des Zweipols, (3.104)
und Y= ! 1 Admittanz der Zweipols. (3.105)
R+j-w-L+
J-w-C
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Uc

|
7 N
C

Abbildung 3.11: Zusammengesetzter Zweipol

Impedanz und Admittanz sind komplexe GroR3en, die nach Real- und Imaginarteil aufgeteilt
werden kénnen:

Z =Re{Z}+ j-Im{Z}=R+ jX, (3.106)
R - Wirkwiderstand oder Resistanz,
X - Blindwiderstand oder Reaktanz,

Y =Re{Y}+j-Im{¥}=G+ jB, (3.107)
G - Wirkleitwert oder Konduktanz,
B - Blindleitwert oder Suszeptanz.

Gleichung (3.103) entspricht dem verallgemeinerten Ohmschen Gesetz:

U-2-1-3. (3.108)

In Polarform lauten (3.106) und (3.107):
Z=R+j-X=2Z-e", (3.109)
Z=[Z|=vVR*+X?, o, :arctan%, (3.110)
Y=G+j-B=Y-el, (3.111)
Y =lY|=VG*+B?, ¢ :arctang. (3.112)

Fur Serien- bzw. Parallelschaltung von Zweipolen gelten die entsprechenden Beziehungen
wie im Gleichstromfall:

Serienschaltung:  Z=Y"Z,, (3.113)

Parallelschaltung: Y =>"Y,. (3.114)
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3.7 Die Leistung im Wechselstromfall

Unter der Voraussetzung des eingeschwungenen Zustands ergibt sich fr den linearen Zwei-
pol in Abbildung 3.12 mit den harmonischen WechselgroRen

u(t)=~2-U -cos(w-t+g,), it)=~2-1-cos(w-t+g,) (3.115)

die Augenblicksleistung:
p(t) =u(t)-i(t)=2-U-1-cos(@-t+¢,)-cos(w-t+g,). (3.116)

Mit cosa -cos = $[cos(a — ) +cos(a + f)] folgt daraus:

p(t)=U -1-cos(p, —@,)+U -1-cos(2-@-t+¢, +o,). (3.117)
i(t) , 1
u(t),
U ZP

Abbildung 3.12: Linearer Zweipol

Mit ¢ = ¢, — ; und cos(a ) =cosa-cos BFsina -sin S ergibt sich:
p(t)=U-1-cosp+U-1-cos2ow-t+¢p+2-¢,)
=U-1-cosp+U-1-cosg-cos(2m-t+2-¢,) (3.118)
~U-1-sing-sino-t+2-¢,) .

Mit den Definitionen
S=U-1,P=S-cosp, Q=S-sing
folgt
p(t)=Pl+cos(2-w-t+2-9,)]-Q-sin(2-w-t+2-¢,). (3.119)
Der erste Term in (3.119) wird als Wirkleistungsschwingung (s. Abbildung 3.13) bezeich-
net. Der Mittelwert der Wirkleistungsschwingung ergibt sich zu

.
TE“1+COS(2-a)-t+2¢)i)]-dt=P. (3.120)
0

Die Wirkleistungsschwingung liefert demnach im zeitlichen Mittel die Leistung P. Der zeitli-
che Mittelwert des zweiten Terms, der Blindleistungsschwingung verschwindet im Gegen-
satz dazu:
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;
%jsin(z-w-t+2¢i)-dt:0. (3.121)
0

Eine positive Amplitude der Blindleistungsschwingung in Abbildung 3.13 bedeutet, dal3 der
Zweipol z.Zt. Augenblicksleistung aufnimmt. Wahrend der negativen Amplitude wird die in
der vorigen Halbperiode aufgenommene Blindleistung wieder an den Erzeuger abgegeben.
Die Blindleistungsschwingung pendelt also zwischen Erzeuger und Zweipol hin und her. Die
Frequenz von Wirk- und Blindleistungsschwingung entspricht der doppelten Frequenz der
Wechselspannung bzw. des Wechselstroms.

Damit ergibt sich fr den zeitlichen Mittelwert von p(t):
pt)=P=U-1-cose. (3.122)

P ist die am Zweipol wirksame elektrische Leistung, die als Wirkleistung bezeichnet wird.
Fir At >>T ergibt sich daraus die am Zweipol im Zeitintervall At umgesetzte Arbeit:

W =P-At. (3.123)

Der Faktor cose wird als Wirkleistungsfaktor bezeichnet. Das Produkt U -1 ist, da in e-

lektrischen Netzen der Effektivwert der Spannung konstant gehalten wird, ein Mafistab fur
den Effektivwert des vom Zweipol bendtigten Stromes. Das Produkt wird als Scheinleistung

S=U-I (3.124)
bezeichnet. Flr die Wirkleistung folgt damit:
P=S-cosp=U-1-cos¢. (3.125)

irkleistungsschwingung

Blindleistungsschwingung

VAR

Abbildung 3.13: Augenblicksleistung als Summe von Wirk- und Blindleistungsschwin-
gung
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Die Blindleistungsschwingung (vgl. Abbildung 3.13) ergibt keine elektrische Arbeit. Aus ihr
resultiert allerdings ein StromfluR Gber das elektrische Netz und sie fuhrt damit zu einer Ver-
lustleistung auf den Leitungen. GroRverbrauchern elektrischer Energie wird daher die Blind-
leistung

Q=U:-l-sinp=S-sing (3.126)

bzw. der ,,Verbrauch“ an Blindleistung von den Energieversorgungsunternehmen (EVU) in
Rechnung gestellt, wenn diese ein bestimmtes MaR (berschreitet. In diesem Fall werden
MaRnahmen zur Blindleistungskompensation unternommen.

Im folgenden sind die fir die Bestimmung der Wechselstromleistung wesentlichen Gréfl3en
zusammengefalt. Zur Unterscheidung werden die Einheiten der LeistungsgroRen unterschied-
lich benannt, obwohl ihre Dimension identisch ist.

Scheinleistung: S=U-1, [S]=1VA (Volt-Ampere), (3.127)
Wirkleistung: P=S.cosp, [P]=1W (Watt), (3.128)
Blindleistung: Q=S:singp, [Q]=1var (Volt-Ampere-reaktiv), (3.129)
Wirkleistungsfaktor: cos¢ = g : [cosp] =1, (3.130)

Fur die Zweipole Ohmscher Widerstand, Induktivitadt und Kapazitét sollen exemplarisch die
Leistungsgrofien bestimmt werden.

Beim Ohmscher Widerstand sind Spannung und Strom in Phase. Es gilt damit:
P =0, —@ =0, cosgp, =1, sing, =0, (3.131)
P, =U-1, Q =0. (3.132)
Der Ohmsche Widerstand verbraucht reine Wirkleistung. Die Blindleistung ist gleich Null.
Bei der Induktivitat eilt die Spannung dem Strom um 90° voraus. Damit gilt:

(0L=(0u—qoi=%, cosp, =0, sing, =1, (3.133)

P, =S-cose, =0, Q, =S-sing, >0. (3.134)

Die Induktivitat verbraucht demnach keine Wirkleistung. Sie nimmt positive Blindleistung
auf. Man sagt, dal3 sie induktive Blindleistung aufnimmt oder entsprechend, kapazitive
Blindleistung abgibt.

Bei der Kapazitat eilt der Strom der Spannung um 90° voraus. Es gilt demnach:
Pc =P, — @, =—%, cosp. =0, sing, =-1, (3.135)

P.=S-cos¢p. =0, Q. =S-sing. <0. (3.136)

Die Kapazitat verbraucht wie die Induktivitat keine Wirkleistung. Sie nimmt negative Blind-
leistung auf. Man sagt, dal’ sie kapazitive Blindleistung aufnimmt oder entsprechend, in-
duktive Blindleistung abgibt.
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3.7.1 Komplexe Leistung
Mit den Definitionen von Scheinleistung S=U -1, Wirkleistung P =S -cos¢ und Blindleis-
tung Q =S -sing, liegt die Definition der komplexen Leistung nahe:

S=P+j-Q=S-(cosp+ j-sing)=U-1-e/

_ _ N (3.137)
=U-l-e*"=U-e” - 1-e=U-1",
Daraus folgt fir Wirk- und Blindleistung:
P= Re~‘é}=%(§+§*) =4(U-1"+U"-1), (3.138)
=Im{S}=#(s-8")=%(U-1"-U"-1). (3.139)

Am Beispiel eines Zweipol mit Z = R+ j- X soll die Berechnung von Wirk- und Blindleis-

tung mit Hilfe der komplexen Leistung gezeigt werden. Flr den Strom des Zweipols ergibt
sich:
U

[ (3.140)
Z R+j-X

Mit der konjugiert komplexen Erweiterung folgt:
U R-j-X UR-jX) U-R-jX)

1=—= = — = 5 (3.141)
R+j-X R-j-X zz z
Aus (3.138) folgt dann flr die Wirkleistung:
U-U-(R-j-X) U-U(R-jX)| U2
1 = = 1=
P= 2(g1+g 1) 2 + > =i 2R, (3142)
P=R-1%. (3.143)

Die Wirkleistung ergibt sich demnach als Produkt des Wirkwiderstandes (Resistanz) des
Zweipols mit dem Quadrat des Effektivwerts des Stromes. Dies entspricht der Leistung im
Gleichstromfall, wobei der Effektivwert des Stromes dem Gleichstrom entspricht.

Fur die Blindleistung folgt aus (3.139):
Q=2U-I'-U"1)=2= 2. j- X =X 12, (3.144)

Die Blindleistung ergibt sich demnach als Produkt des Blindwiderstandes (der Reaktanz) X
des Zweipols mit dem Quadrat des Effektivwerts des Stromes.
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3.7.2 Leistungsmessung
In Kapitel 1.3.4 ergab sich fur das Drehmoment des Drehspulinstruments:

M,=n-1-A-B=k-I-B. (3.145)

Statt eines Permanentmagneten kann eine Feldspule zur Erregung des Magnetfelds B verwen-
det werden. Entsprechend Abbildung 3.14 wird der Strom der Feldspule i. zur Strommes-

sung an einem Zweipol und der Strom der Drehspule i, zur Spannungsmessung benutzt.
Dann gilt fiir das erzeugte Drehmoment:

My (t) =k-u(t)-it) =k-v2-U-cos(@-t+¢,)-v2-1-cos(w-t+g,)
=k-U-1-[cos(p, —¢,)+cos(2-w-t+p, +9,) .

o [/\P e
\\ 7

Yi, D

u Z

Abbildung 3.14: Drehspulinstrument zur Leistungsmessung

(3.146)

Als Gleichwert des Drehmoments ergibt sich
mo =k-U-1-cos(p, —@,)=kU-1-cosp~P. (3.147)

d.h. das Drehmoment und damit der Zeigerausschlag sind proportional zur vom Zweipol auf-
genommenen Wirkleistung.

3.7.3 Leistungsanpassung

In der elektrischen Energietechnik ist das Bestreben, dem Verbraucher eine hinreichend kon-
stante Netzspannung bei weitgehend beliebiger aufgenommener Scheinleistung zu bieten.
Daraus resultiert die Forderung, die Spannungsverluste auf dem Netz durch eine hinreichend
niedrige Netzimpedanz zu minimieren (Z,,, — 0).

In der Nachrichtentechnik werden in der Regel sehr geringe Leistungen Ubertragen. Daher
wird, im Gegensatz zur Energietechnik, eine maximale Wirkleistung am Verbraucher ange-
strebt. In Abbildung 3.15 ist ein einfaches Modell eines nachrichtentechnischen Systems dar-
gestellt. Sender und Ubertragungsweg werden durch eine Quelle mit Impedanz beschrieben.
Der Empfanger wird durch seine Impedanz charakterisiert. Fiir den Verbraucherstrom ergibt
sich:

I, = . (3.148)
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u? u? U?-R

P=1R =—R= - R= —— > (3.149)
yA Z,+Z, (R+R) +(X,+X,)
Z; =R+ jX | I,
I
i P, = max
D o zeRei

|

Sender und Strecke | Empfanger

Abbildung 3.15: Modell eines nachrichtentechnischen Systems
Variiert man die Reaktanzen in (3.149), wird P, fur X, = -X; maximal. Damit ergibt sich:

U?-R
P,(X; =—Xv)=m- (3.150)

(3.150) entspricht der Leistung im Gleichstromfall. Fir diese ergab sich das Maximum bei
Leistungsanpassung, d.h. fir R; = R, . Im Wechselstromfall ergibt sich demnach die maxima-

le Wirkleistung am Empfanger fur
Z,=R+]J-X,=R-]-X =2
« (3.151)
;v = ;i .

Fur Leistungsanpassung wird also gefordert, dad die Empfangerimpedanz gleich der konju-
giert komplexen Impedanz der Ubertragungsstrecke ist. Da die Reaktanz X frequenzabhéngig
ist, gilt die Anpassung nur fur eine Frequenz.

3.7.4 Blindleistungskompensation

Verbraucher in der elektrischen Energietechnik wirken in der Regel induktiv, d.h. sie nehmen
induktive Blindleistung auf:

S, =R +j-Q, Q>0. (3.152)
Abbildung 3.16 zeigt ein einfaches Modell einer Energietbertragungsstrecke. Durch Rege-

lung der Transformatoren im Netz wird die Spannung beim Verbraucher naherungsweise
konstant gehalten:

uU,=U,-e’=U,. (3.153)
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LIONEE

19

Abbildung 3.16: Einfaches Modell einer Energielibertragungsstrecke

<

Komplexe Leistung sowie Wirk- und Blindleistung am Verbraucher ergeben:
S, =U,-1,=U,-(Re{l,}-j-Im{L,})=P,+j-Q,. (3.154)

Der Realteil des Verbraucherstromes wird als Wirkstrom bezeichnet. Dieser ergibt die Wirk-
leistung:

I, = Re{lv} = & (3.155)
UV
Der Imaginérteil des Verbraucherstroms, der Blindstrom, ergibt die Blindleistung:
Iy =Im{1,} =~ (3.156)
UV
IL,=1,+]1;5. (3.157)

Der Wirkstrom ist vorgegeben durch die vom Verbraucher benétigte Wirkleistung. Der Blind-
strom ist konstruktiv bedingt und kann durch SchaltungsmaBnahmen beeinflufit werden. Flr
die Verluste im Netz ergibt sich gemal} Abbildung 3.16:

P, =12-Ry =12-Ry =(12+12)-Ry . (3.158)

Zur Minimierung der Verluste auf dem Netz ist daher der Blindstrom zu minimieren. Wird
parallel zum Verbraucher ein Zweipol geschaltet, der Blindleistung mit entgegengesetztem
Vorzeichen aufnimmt, kann die Blindleistung des Verbrauchers kompensiert werden. Dies
ergibt eine Reduzierung der Netzverluste. Abbildung 3.17 zeigt, wie durch Beschaltung eines
induktiven Verbrauchers mit einer Kapazitét, die aus dem Netz aufgenommene Blindleistung
reduziert wird.

Abbildung 3.17: Kompensation der Verbraucherblindleistung
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Die zur vollstdndigen Kompensation der Blindleistung des Verbrauchers erforderliche Kom-
pensationskapazitat ergibt sich mit

Q +Q,=0 (3.159)

und Qk:Uv'Ié:Uv'(j'a)'ck‘UV)*:—j'U\,Z'a)'Ck, (3.160)
Q,

C, = 0 Uz’ (3.161)

Ublicherweise wird keine vollstindige Kompensation der Blindleistung angestrebt, da sich
diese, je nach Art und Anzahl eingeschalteter Verbraucher, verandert. Energieversorgungsun-
ternehmen (EVU) berechnen Blindleistung nur, wenn sie die Wirkleistung um mehr als 50%
Ubersteigt. Daraus resultiert die Forderung

Q_3SNP _ a0, <05, (3.162)

P S-.cosg,
die durch entsprechende KompensationsmaBnahmen erfillt werden muf3. In der Regel wird
eine Kompensation auf

cosep,>095 = tang, <0,33 (3.163)

angestrebt.

Bei Beschaltung eines induktiven Verbrauchers mit einer Kompensationskapazitat, pendelt
die Blindleistungsschwingung zwischen Kompensationskapazitdt und Verbraucher und be-
lastet demnach das Netz nicht. Die Kapazitdt nimmt Augenblicksleistung auf, wenn der Ver-
braucher Augenblicksleistung abgibt und umgekehrt. Die reaktiven Augenblicksleistungen
tauschen sich also aus. Dies entspricht dem Prinzip der Parallelresonanz, auf die im folgenden
Kapitel eingegangen werden soll.

Alternativ zu einer Kompensationskapazitat kann eine Gbererregte Synchronmaschine ein-
gesetzt werden, deren Blindleistung durch die Erregung an den Bedarf der Kompensation
angepalt werden kann.

Im folgenden Beispiel soll ein Verbraucher an einer Nennspannung Uy = 10 kV mit einer
Wirkleistungsaufnahme P, = 1 MW und einem Leistungsfaktor cos ¢, = 0,86 kompensiert
werden. Die Blindleistung ergibt sich mit

Q, =S, sing, =P, - % _p tangp, =059 Mvar. (3.164)
oS @

\

Zur vollstandige Kompensation ist eine Kapazitét

~Q  _ 059:10°VA
2-7-f-US 2-7-501.10%?

=18,8uF (3.165)

erforderlich. Bei einer Kompensation auf cos @k =0,95 verbleibt eine Blindleistung von
Qu =P, -tang, =0,33 Mvar. (3.166)

Die Kompensationskapazitdt mu daher eine Blindleistung
Q. =Q, —Q, =-0,26 Mvar (3.167)

aufnehmen. Das reduziert die Kompensationskapazitat auf
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Q|
= el _g3F 3.168
2.z fuz H (3.168)

Wegen C ~ Uiz ist die Kompensation auf der Hochspannungsseite des vorgelagerten Trans-
N

formators gunstiger.
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4 Wechselstromnetzwerke

4.1 Tiefpal3, Hochpald

Tiefpall und HochpaR sind einfache Filterschaltungen, die bevorzugt Signale niedriger Fre-
quenz (Tiefpal) oder Signale hoher Frequenz (HochpaR) tibertragen. Da derartige Filterschal-
tungen ber 2 Eingangsklemmen und zwei Ausgangsklemmen (s. Abbildung 4.1) verfugen,
spricht man auch von Vierpolen, oder, wenn man die beiden jeweiligen Klemmenpaare als
»Slgnaltore” betrachtet, von Zweitoren.

L l,
O—— ——O
Y, Y,
O—— —O

Abbildung 4.1: Vierpol oder Zweitor

Ohne dal’ auf die Theorie der Vierpole oder Zweitore eingegangen werden soll, wird im fol-
genden lediglich das Ubertragungsverhalten der Spannungen beim unbelasteten Vierpol un-
tersucht werden. Ein- und Ausgangsspannung sind komplexe GroRen. Demnach wird das
Verhaltnis der Ausgangsspannung zur Eingangsspannung eine komplexe Funktion der Fre-
quenz sein:

U,(jo)
U(jo)

A(jw) wird als komplexe Ubertragungsfunktion bezeichnet. A(jw) ist die Betrags-,
¢,(jw) die Phasenfunktion der Ubertragungsfunktion. Da sich die Betragsfunktion in der

Regel Uber mehrere GroRenordnungen verandert, wird oft ein logarithmischer Mal3stab ver-
wendet. Als logarithmische Einheit hat sich das Dezibel bewéahrt. Das Verhéltnismal3 in dB
erhalt man gemaR Definition zu:

A(dB) = 20-log(A) . (4.2)

A(jo) = A (jo)+ jA(jo) = A(jw) e = (4.1)

3
3 dB entspricht damit einem Verhaltnis von 10%° =1,412 ~ V2.

4.1.1 Tiefpald

Abbildung 4.2 zeigt zwei mogliche Realisierungen eines einfachen Tiefpasses. In beiden Fal-
len kdnnen die Anordnungen als Spannungsteiler betrachtet werden. Im Fall der Realisierung
mit der Kapazitét fallt mit zunehmender Frequenz ein zunehmender Anteil der Spannung U,

am Widerstand R ab, da die Impedanz der Kapazitit Z. :jiwc abnimmt. Dadurch wird U,

verringert. Entsprechend erhéht sich der Spannungsabfall an der Induktivitat mit zunehmen-
der Frequenz, da die Impedanz der Induktivitdt mit Z, = joL zunimmt, und U, verringert

sich.
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Fur den Strom | ergibt sich bei der Realisierung mit der Kapazitat:

1= (4.3)
R +_i
JaC
R
o—o P> +—0
Ql =—C [ Qz Ql{
O O

Abbildung 4.2: Tiefpal}

Daraus folgt fiir die Ausgangsspannung U ,:

U,=1ze=—2—— - (4.4
R+ _1 joC 1+ jaRC
jaC
Entsprechend ergibt sich fir den Fall der Realisierung mit einer Induktivitat:
_2=Q—?-R=$. (4.5)
R+ jolL . L
1+ JCUE

Sowohl der Faktor R_1C in (4.3) als auch der Faktor % in (4.5) haben die Dimension einer

Frequenz. Mit

1 R
AN 4.6
““ReTL (4-6)
werden die Gleichungen (4.3) und (4.5) identisch:
U, = (4.7)
. @
J—+1
a)g
Fur die komplexe Ubertragungsfunktion A( jw) folgt:
: U 1
Ajo)=5F=—-. (4.8)
R
a)g

Fur niedrige Frequenzen o << w, ist A(jw)=1, d.h. die Ausgangsspannung ist gleich der
Eingangsspannung. Fir hohe Frequenzen o >> o, gilt
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A(jo) =lim

W—>0

=—j—2, (4.9)
1+j£ @

d.h. die Ausgangsspannung nimmt mit 1 ab. Fir o = w, gilt fur die Betragsfunktion:
w

: 1 1
[Alioy)| = M) = —— =7 (4.10)

1+j—2
a)g

Die Ausgangsspannung wird gegentiber dem niederfrequenten Fall um den Faktor 1 ge-

2

dampft. Im logarithmischen Malstab entspricht dies einer Dampfung von
1
20-log—

V2

net. Fur hohe Frequenzen gilt fir die Betragsfunktion:

dB =-3dB. Die Frequenz w, wird daher auch als 3dB-Grenzfrequenz bezeich-

A(@ >> o,)| = % . (4.11)
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d

log(A()) /

1
ads

-20dB/Dekade

o(0) /

-45° -

-90° 4

Abbildung 4.3: Bode-Diagramm des Tiefpasses

Bei einer Zunahme der Frequenz um eine Dekade (Faktor 10), nimmt die Betragsfunktion um
den Faktor 0,1 entsprechend 20-log(0,1)dB =-20dB ab. Dies entspricht bei einer Oktave
(Faktor 2) einer Dampfung von —6dB. Abbildung 4.3 zeigt im oberen Teil den Betrag der U-
bertragungsfunktion in doppelt logarithmischer Darstellung. Der Verlauf kann, mit hinrei-
chender Genauigkeit durch zwei Geraden approximiert werden. Flr o <, Ist der Betrag

naherungsweise gleich 1. Flir > @, nimmt der Betrag in doppelt logarithmischer Darstel-

lung linear mit der Steigung —20db/Dekade ab. Bei der Grenzfrequenz ergibt sich eine
Démpfung von -3dB. Im sog. Bode-Diagramm wird die Darstellung der Betragsfunktion
durch die einfach logarithmische Darstellung der Phasenfunktion erganzt (s. unterer Teil der
Abbildung 4.3). Fir @ << w, ist die Phase gleich 0, d.h. Aus- und Eingangsspannung sind in
Phase. Mit zunehmender Frequenz eilt die Ausgangsspannung der Eingangsspannung nach.

Bei der Grenzfrequenz betrdgt die Phasenverschiebung zwischen Aus- und Eingangsspannung
—45° und nimmt mit zunehmender Frequenz auf —90° zu.
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AIM{AGo)}

N,

Re{A(j0)}

/2 -45° ®

Ajo)

Abbildung 4.4: Ortskurve der Ubertragungsfunktion des Tiefpasses

Abbildung 4.4 zeigt eine alternative graphische Darstellung der Ubertragungsfunktion als
Ortskurve. Dabei wird der komplexe Zeiger der Ubertragungsfunktion in der komplexen
Ebene mit der Kreisfrequenz als Parameter dargestellt. Im Fall des Tiefpasses beschreibt die
Spitze des komplexen Zeigers einen Halbkreis in der komplexen Ebene. Flir o =0 ist der
Zeiger reell und hat den Betrag 1. Mit zunehmender Frequenz wird die Phase negativ und der
Betrag nimmt ab. Im Grenzfall @ — o« verschwindet der Betrag und die Phase strebt gegen
-90°. Der Zeiger fur die Grenzfrequenz ist eingezeichnet. Hier ist die Phase gerade —45° und

der Betrag ist ]/ V2.

Als Beispiel zeigt Abbildung 4.5 eine Situation, wie sie bei einer Gleichrichterschaltung na-
herungsweise auftritt. Die Spannung u, (t) hat einen Gleichwert von 10V dem eine Wechsel-
spannung mit einer Amplitude von 3V und einer Frequenz von 100Hz Uberlagert ist. Bei An-
wendung eines Tiefpasses mit einer Grenzfrequenz von 10 Hz verbleibt in u, (t) ein Wechsel-

spannungsanteil von etwa 0,3V der um nahezu —84° gegeniiber dem Wechselspannungsanteil
von u,(t) verschoben ist. Der Tiefpal? entfernt demnach die der Gleichspannung uberlagerte

»,Brummspannung®.
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14

u(t) 8

i

ul(t), u2(t) in Volt

Abbildung 4.5: Beispiel fur Tiefpal3

4.1.2 Hochpal3

0.02 0.03 0.04

Werden beim Tiefpal’ die Positionen von Reaktanz und Ohmschem Widerstand ausgetauscht,

entsteht ein HochpaR (s. Abbildung 4.6).

C| 1 R I
% % Ly,
O O . O
Abbildung 4.6: Hochpal3
Es ist leicht nachzuvollziehen, dal? sich fur U, ergibt:
U,=1'R= Y : (4.12)
R+~ .
oRC
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U= jol=—h (4.13)
R+ joL 1R
oL
Mit
1 R
=—=—, 4.14
“TReTL (4.14)
ergibt sich fir beide Falle die identische Ubertragungsfunktion:
U
Ajo)=—2=—1 (4.15)
ﬂ 1—j&
®
log(A(w)) 4
X
3B, 7~ LT T
|
|
20dB/Dekade |
T :
I
I
I
I
|
|
i > log(®
7 o, g(w)
p(w) A s
90°
45° —
OO

Abbildung 4.7: Bode-Diagramm des Hochpasses

Abbildung 4.7 zeigt das Bode-Diagramm der Ubertragungsfunktion des Hochpasses. Die Be-
tragsfunktion verschwindet fiir niedrige Frequenzen und erreicht fir hohe Frequenzen den
Wert 1. Die Phase ist fir niedrige Frequenzen 90° und wird flr hohe Frequenzen zu Null. Bei
der Grenzfrequenz betragt die Dampfung gegentiber hohen Frequenzen —3 dB und die Phase
betragt 45°. Das entsprechende Ergebnis folgt aus der Ortskurve der Ubertragungsfunktion in
Abbildung 4.8.
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A IM{A(jo)}
0)9
A(jw) -
%’
45°
O—>0 Re{A(jw)}
>
Abbildung 4.8: Ortskurve des Hochpasses
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Abbildung 4.9: Beispiel fur Hochpal

In Abbildung 4.9 ist u,(t) eine Uberlagerung von zwei Wechselspannungen mit den Frequen-
zen 10kHz und 104kHz dargestellt. Der Hochpal hat die Grenzfrequenz f, =50kHz. u,(t)
zeigt die nur leicht gedampfte Wechselspannung von 104kHz (-0,9dB), wahrend die Wech-

selspannung mit 10KHz stark gedampft ist (-15,4dB). Es verbleibt nach dem Hochpal} nahe-
rungsweise nur das Signal mit der Frequenz oberhalb der Grenzfrequenz.

Prof. Dr.-Ing. R. Laur -97- ITEM



Kapitel 4: Wechselstromnetzwerke Grundlagen der Elektrotechnik I

4.2 Resonanzkreise

Die Impedanz eines zweipoligen Netzwerks aus Widerstanden, Induktivitaten und Kapazita-
ten ist frequenzabhéngig. Fir bestimmte Frequenzen @, kann die Reaktanz verschwinden:

X(w,) =0. Zweipole, die diese Eigenschaft besitzen, werden als Resonanz- oder Schwing-

kreise bezeichnet. Resonanzkreise sind Grundbausteine von frequenzselektiven Filterschal-
tungen. Bei der Resonanzfrequenz f, gilt:

X (@,) =0, Z(w,) =R(w,) fir f, =20 (4.16)
27
O
Z(©)=R(@)HX(©) o R
O

Abbildung 4.10: Zusammengesetzter Zweipol

4.2.1 Serienresonanz
Abbildung 4.11 zeigt einen Serienresonanzkreis. Der Widerstand R kann als der Ohmsche
Widerstand der Wicklung der Induktivitdt L aufgefat werden. Der mit R, bezeichnete Ver-

lustwiderstand des Kondensators kann in der Umgebung der Resonanzfrequenz in einen &qui-
valenten Serienwiderstand umgerechnet werden und ist demnach in R enthalten. Die Impe-
danz des Serienresonanzkreises betragt dann:

: 1 :
Z(@)=R+ joL+——=R+ jX(@). 4.17
Z(w) Job+=2 X() (4.17)

|
v
-
\
-
!
!
!

Abbildung 4.11: Serienresonanzkreis

Die Reaktanz X (@) verschwindet mit o,L =

fur die Resonanzfrequenz:
®,C
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_ 1

fo=—0 = , 4.18

"2 2z/LC (4.88)
Bei Resonanz ist die Impedanz reell und minimal:

Z(wp) =R. (4.19)

Der Betrag der Reaktanz von Induktivitdt und Kapazitat bei Resonanzfrequenz wird als
Kennwiderstand Z, bezeichnet:

1 L
Z,=w,L = =.—. 4.20
0 =W 0,C c ( )

Bei einem vorgegebenen Strom | wird die Spannung U am Resonanzkreis in Resonanz mi-
nimal:

U, =[U(@y)| =1 - Z(@,)| =1 -R. (4.21)

An den Reaktanzen ergibt sich fir R — 0 jedoch eine erheblich héhere Spannung:

uLozuCO=|-ZO=|-\E>>UO. (4.22)

Diese starke Spannungsiiberh6hung in Resonanz muf bei der Dimensionierung der Bauele-
mente beriicksichtigt werden. Die Resonanziiberh6hung betragt:

Y Yo _Z g (4.23)

u, U, R
Q wird als die Gute des Resonanzkreises bezeichnet. Typische Werte fur Gliten liegen in der
Grolkenordnung 50 .. 200.

Im folgenden soll nun die Impedanz des Resonanzkreises in der Umgebung der Resonanz
untersucht werden. Die Impedanz des Resonanzkreises wird auf den Widerstand R bezogen:

Z(j ol + al>c L 1
_(Ja)):lJr J :1+j(ﬁ,a)0' _&.—),
R R o, R o R-w,-C
M:Hj(ﬂ_&).Q (4.24)
R w,
Der Term
22
v= @ P _ @D D (4.25)
w, o w0,
wird als Verstimmung des Resonanzkreises bezeichnet.
Damit folgt aus (4.24):
_;(éw) —1+jQ-v (4.26)

Fur den Betrag der auf R bezogenen Impedanz folgt damit:
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20 ot v (4.27)

(4.27) kann approximiert werden mit:

2 2
2@) 1, &V gy vl <<l, (4.28)
R 2 Q
Z(w) " 1
= =0 o fur v>> Q" (4.29)

Abbildung 4.12 zeigt den Verlauf des Impedanzbetrages. Definiert man als Grenzfrequenz die
Frequenz, bei der der Betrag der Impedanz um 3dB (Faktor x/§) groRer als im Resonanzfall

ist, so gilt:
Z(w,) > 2
T@J:,/zz 1+0Q v, (4.30)

v, _ % @ _, 1 (4.31)
®, o, Q

(4.31) aufgeldst nach «, liefert:
N 1
C()g =, - (1_5) . (432)

Bei hoher Gite ist der Resonanzkreis daher sehr schmalbandig. Fir eine typische Gilte Q=100
betragt die Bandbreite daher 1 Prozent der Resonanzfrequenz.

A Z(o)

e <

w

Abbildung 4.12: Betrag der Impedanz des Serienschwingkreises als Funktion der Fre-
quenz

Abbildung 4.13 zeigt eine Anwendung eines Serienresonanzkreises. Die Quelle soll ein Ge-
misch aus Wechselspannungen unterschiedlicher Frequenzen liefern. Ein Signal einer defi-
nierten Frequenz soll nicht Gbertragen werden, z.B. um Stérungen zu vermeiden. Wird der
Resonanzkreis auf die Frequenz dieses Signals abgestimmt, fallt, wegen der niedrigen Impe-
danz des Resonanzkreises flr diese Frequenz, das Signal im wesentlichen an der Impedanz
der Quelle ab. Im Ausgangssignal ist das Signal dieser Frequenz nur noch stark gedampft
enthalten.
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L

<

SRR S

Abbildung 4.13: Anwendung eines Serienresonanzkreises

4.2.2 Parallelresonanz

Abbildung 4.14 zeigt einen Parallelresonanzkreis. Der Verlustwiderstand der Wicklung der
Induktivitat kann in der Umgebung der Resonanzfrequenz in einen dquivalenten Parallelleit-
wert umgerechnet werden, wie spater gezeigt wird, und ist demnach in G enthalten. Die Ad-
mittanz des Parallelresonanzkreises betragt dann:

\L(ja)):G+_i+ja)C:G+ jB(w) . (4.33)
JoL

lLO _lCO

Abbildung 4.14: Parallelresonanzkreis

Die Beziehung fir die Admittanz des Parallelresonanzkreises (4.33) entspricht der Beziehung
flr die Impedanz des Serienresonanzkreises (4.17). Es handelt sich um sog. duale Netzwer-
ke. Dies sind Netzwerke, die auseinander hervorgehen, wenn Serien- in Parallelschaltungen
und umgekehrt umgewandelt werden. Die Netzwerkgleichungen dualer Netzwerke gehen
ineinander Gber, wenn Elementstréme durch —spannungen, Impedanzen durch Admittanzen
und umgekehrt ersetzt werden.

Fir die Admittanz des Parallelschwingkreises gilt entsprechendes wie fir die Impedanz des
Serienschwingkreises. In Resonanz gilt insbesondere:

Y(jo,)=G. (4.34)
Fur die Gute des Parallelresonanzkreises gilt entsprechend
g=to__1 :l.\/g, (4.35)
G G-Z, G I\L
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wobei typische Werte wiederum in der Gréf3enordnung von 50 .. 200 liegen.
Fir die Grenzfrequenz gilt entsprechend:

0, = v, xu%) | (4.36)

e <

w

Abbildung 4.15: Betrag der Admittanz des Parallelschwingkreises als Funktion der Fre-
quenz

Der Betrag der Admittanzfunktion ist in Abbildung 4.15 dargestellt. Die Entsprechung zu
Abbildung 4.12 ist offensichtlich. Wie beim Serienresonanzkreis tritt bei Resonanz eine er-
hebliche Resonanziiberh6hung auf. Diese betrifft statt der Spannungen die Stréme. Bei einem
vorgegebenen Spannung U wird der Strom | am Resonanzkreis in Resonanz minimal:

lo = |L(@y)| =) - Y ()| =U -G . (4.37)
In den Reaktanzen ergibt sich fir G — 0 ein erheblich hoherer Strom:
U U : . :
_Lozjw;osz;ZO:—U-JYo, leo=U"jo,C=U-]jY,, (4.38)
lo deo _Yo_g.ug. (4.39)
, I, G

Der Strom in den Impedanzen ist, wie in Abbildung 4.14 dargestellt, ein Kreisstrom, der zum
Austausch von Blindleistung zwischen der Induktivitat und der Kapazitét fiihrt. Elektrische
und magnetische Feldenergie pendeln zwischen dem Kondensator und der Induktivitat. Dies
entspricht beispielsweise einem Fadenpendel, bei dem ein permanenter Austausch zwischen
potentieller und kinetischer Energie erfolgt. Der Strom an den Klemmen des Parallelreso-
nanzkreises liefert lediglich die Wirkleistung zum Ersatz der am Leitwert G umgesetzten e-
lektrischen Energie.

Die in Abbildung 4.14 angegebene Schaltung des Parallelschwingkreises ist zundchst unrea-
listisch, wenn man berticksichtigt, daR die Gite des Resonanzkreises in der Regel vom Ver-
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lustwiderstand R, der Wicklung der Induktivitat bestimmt wird. Eine realistischere Ersatz-
schaltung zeigt Abbildung 4.16. Fur die Admittanz an den Klemmen gilt jetzt:

. 1 . R, — joL
Y =—— 4+ joC=—-—"— ,
Y(je) R+joL I TR+ (al)
] R . ol
Y ==t 4+ j[eC-——"]. 4.40

Die Resonanzbedingung ist jetzt fir die Resonanzfrequenz w, o, mit

r —ZL‘Z =0 (4.41)
RL + (a)r L)
erfullt. Fir die Resonanzfrequenz gilt mit (4.41):
1- é : (4.42)
|
R
y " —
C
\4 L
O

Abbildung 4.16: Parallelresonanzkreis mit Verlustwiderstand der Induktivitat

Far hinreichend hohe Giite gilt @, =~w,und nach (4.40) kann der Verlustwiderstand der Spule
R im Resonanzfall durch einen Parallelwiderstand

1 R,

=t 4.43
R RL2 +(a)r L)Z ( )

ersetzt werden. Da der Widerstand R gemaR (4.43) von der Frequenz abhangig ist, besteht die
Frage, ob der Ersatz zumindest innerhalb der Bandbreite des Resonanzkreises zul&ssig ist.
Wegen der ublicherweise hohen Gute ist die Bandbreite sehr gering, d.h. R veréndert sich
innerhalb der Bandbreite nur sehr wenig. Daraus folgt, dal} Abbildung 4.14 tatséchlich eine
zuléssige Ersatzschaltung fiur die in Abbildung 4.16 dargestellte Schaltung ist, wenn R ge-
maR (4.43) gewahlt wird.

Abbildung 4.17 zeigt eine typische Anwendung eines Parallelresonanzkreises. Die skizzierte
Antenne empfangt eine Vielzahl von Sendersignalen unterschiedlicher Frequenz. Der Anten-
nenstrom flieRt tber den Resonanzkreis. Wegen der hohen Impedanz fiir die Frequenz, auf
den der Kreis abgestimmt ist, wird die Ausgangsspannung insbesondere dieses Signal enthal-
ten, wéhrend die Signale anderer Frequenzen gedadmpft werden. Zur Abstimmung des
Schwingkreises wurden friher mechanisch verénderbare Kondensatoren (Drehkondensator)
verwendet.
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oM™
LC

Abbildung 4.18: Drehkondensator
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5 Die homogene Doppelleitung

Die Wirkung lokaler zeitverdanderlicher elektrischer und magnetischer Felder breitet sich mit
Lichtgeschwindigkeit im freien Raum als elektromagnetische Welle aus. Elektromagneti-
sche Wellen kénnen durch elektrische Leiter gefiihrt werden. Im folgenden soll lediglich die
homogene Doppelleitung untersucht werden, die als Zweidrahtleitung, als geschirmte Zwei-
drahtleitung oder als Koaxialleitung realisiert werden kann. Derartige Doppelleitungen wer-
den als homogen bezeichnet, wenn sich ihre elektrischen Eigenschaften lings der Leitung
nicht dndern.

Die Leitungsgleichungen werden im folgenden aus einer heuristischen Ersatzschaltung fiir ein
Leitungsstiick hergeleitet, ohne dal untersucht werden wird, ob diese diskrete Ersatzschaltung
ein zuldssiges Modell fiir das betrachtete Leitungsstiick darstellt. Der Nachweis der Giiltigkeit
der Ersatzschaltung und die Frage, unter welchen Bedingungen die Ersatzschaltung giiltig ist,
wird nicht untersucht. Dies wird z.B. den Lehrveranstaltungen zur elektromagnetischen Feld-
theorie vorbehalten. Unabhingig davon ergeben sich einige interessante Einsichten in die
Eigenschaften von Leitungen. Dies und die Moglichkeit, die Anwendung der komplexen
Operatorenrechnung zu iiben, ist hinreichend Motivation fiir dieses Kapitel.

5.1 Die Leitungsgleichungen der homogenen Doppelleitung

Es soll zunichst ein kurzes Leitungsstiick der Lange Ax betrachtet werden. Dabei wird von
harmonischen Wechselgrofen ausgegangen, die durch komplexe Zeiger beschrieben werden.

\ \
o Iy AR AL

s e
U) AU U(x+Ax)
1) 1(x+Ax)
|
U(x) Ac AG |
|
\ AL i
| ‘ ‘ \
X X+AX

Abbildung 5.1: Leitungsstiick

Das Leitungsstiick besitzt einen Ohmschen Widerstand AR, eine Induktivitit AL, eine Kapa-
zitit AC zwischen den Leitern und, da die Isolation nicht ideal ist, einen Leitwert AG zwi-
schen den Leitern. Die genannten Grof3en werden auf die Liange bezogen. Das fiihrt zu den
Definitionen:
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R'= AR , Widerstandsbelag, (5.1)
Ax

L'= AL , Induktivitétsbelag, (5.2)
Ax

G'= AG , Leitwertbelag, (5.3)
Ax

C'= % , Kapazititsbelag, (5.4)

Der Spannungsabfall ldings des Leitungsstiick 16t sich durch die in Abbildung 5.1 oben dar-
gestellte Ersatzschaltungen beschreiben:

AU(x) =U(x +Ax) = U(x) = (AR + joAL) - I(x) = ~(R'+ joL') - L(x)-Ax.  (5.5)

Dabei wurde, der Einfachheit halber, die gesamte Impedanz von Hin- und Riickleiter dem
Hinleiter zugeordnet, wihrend der Riickleiter als ideal angenommen wird. Fiir den ,,Stromver-
lust® langs der Leiter ist die Queradmittanz verantwortlich:

Al(x) = L(x+Ax) = [(x) ==AL (x) = ~(AG + joAC) - U(x) = ~(G'+joC")-U(x)-Ax  (5.6)

Abbildung 5.2 zeigt daraus abgeleitet zwei symmetrische Ersatzschaltbilder eines kurzen Lei-
tungsstiicks. Das obere Ersatzschaltbild wird als 7 -Ersatzschaltbild, das untere wird als T-
Ersatzschaltbild bezeichnet.

l (X) } R'AX L'AX ‘
)

|
} RAx L'Ax RAx L'Ax }
Ix) | 2 2 2 2
|
|
C'Ax |
U(x) G'Ax }
|
|
| 1
AX

Abbildung 5.2: Ersatzschaltbilder eines kurzen Leitungsstiicks

Werden (5.5) und (5.6) durch Ax dividiert ergibt sich nach Grenzwertbildung Ax — 0:

%—% =—(R+jol')-1, (5.7)
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%: ~(G'+joC")-U. (5.8)

Wird (5.7) nach x differenziert und (5.8) eingesetzt, dann folgt:

2
0 %:—(R'+ja)L')-6—l=(R'+ja)L')(G'+ja)C')-Q. (5.9
Ox ox
Entsprechend folgt durch Differentiation von (5.8) und Einsetzen von (5.7):
82! 1 . ' 1 : '
F:(R-UCOL NG+ joC')- 1. (5.10)
X
Definiert man die komplexe Ubertragungskonstante:
7' =(R'+ joL")(G'+ joC") mit (5.11)
y=a+ jp, a: Dimpfungskonstante, S : Phasenkonstante, (5.12)

ergeben sich die Telegrafengleichungen

2
I 2.y =o, (5.13)
Ox —
2
LDy pw=0. (5.14)
ox —
als gewohnliche Differentialgleichungen 2. Ordnung. Diese besitzen die Losung
Ux)=U"e™ +U"-¢"", (5.15)
Ix)=1"e ™ +1"-e". (5.16)

was einfach durch Einsetzen der Losungen in (5.13) und (5.14) iiberpriift werden kann. Die
Losungen sind damit bis auf die komplexen Konstanten U',U"',I',I'" bekannt.

Wird (5.15) nach x differenziert und zusammen mit (5.16) in (5.7) eingefiigt, dann ergibt sich:
—y-Ue™ 4y U™ + (R'+ja)L')(L'-e_Z')C +1" ez'x): 0, (5.17)

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

LZL'QZQ, (518)
R+jol — 2,
e L g Y (5.19)
R+ jol Z,

Z, ist der Wellenwiderstand der Doppelleitung mit:

ZL:R+ja)L _ R'+joL _ R+‘].a)L . (5.20)
—- 7 JR+jol ) G+joC) | G+joC

Fiir die Losungen der Telegrafengleichungen (5.15), (5.16) folgt damit:
Ux)=U'"e™ +U"-e", (5.21)
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et - U: el (5.22)
ZL

I(x)=

NS

Die Losungen sollen nun interpretiert werden, indem die komplexen Zeitfunktionen von
Strom und Spannung betrachtet werden. Fiir die Spannung ergibt sich dann:

U,y =U(x)-e™ =U" e 7" +U"- """, (5.23)
Mit (5.12) folgt:
Q(x, t) — ly . e—owc . ej(a)t—ﬂ»x) + U_" . eowc . ej((z)t+ﬁ’~x) ) (524)

Der erste Term stellt offensichtlich eine Spannungswelle dar, die sich vom Leitungsanfang in
Richtung Leitungsende ausbreitet. Fiir einen Ort gleicher Phase gilt fiir diese Welle:

w-t—f-x=const. (5.25)
In einem Zeitintervall Az =¢ —t, bewegt sich dieser Ort um Ax =x, —x, = %(z‘l —t,)=Vv-At.
v wird daher als Phasengeschwindigkeit

== 5.26
=5 (5.26)

der hinlaufenden Welle bezeichnet. Durch den Term e ** wird die Amplitude mit zuneh-
mendem Abstand vom Leitungsanfang gedampft. Abbildung 5.3 zeigt eine hinlaufende Welle
mit einer Frequenz von 1 MHz zu zwei verschiedenen Zeitpunkten mit einem Zeitunterschied
von t, —t,=0,3-T (T: Periodendauer). Bei einem Wellenzug ist der Abstand zweier Orte

X

gleicher Phase das Vielfache der Wellenlidnge A mit
_oT 27 _
=5 "5
Abbildung 5.4 zeigt entsprechend die riicklaufende Welle.

A veT. (5.27)
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400
X/m

Abbildung 5.3: Augenblicksaufnahme der hinlaufenden Welle

v(t)-t,)
ﬁ‘ »e \r ‘\
\

| | | | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

X/m

Abbildung 5.4: Augenblicksaufnahme der riicklaufende Welle
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5.2 Abgeschlossene Leitung
Abbildung 5.5 zeigt eine Leitung der Linge 1, die am Ende mit der Impedanz Z, abgeschlos-
sen ist. Fiir U, gilt demnach:

U,=U()=1,"Z,. (5.28)
L L
o> >
U, U, Z,
o
1

Abbildung 5.5: Mit Impedanz Z, abgeschlossene Leitung der Liinge |
Setzt man (5.28) in (5.21) und (5.22) ein, konnen U' und U'"' zu

U'= %lz (Zy+Z,)-e", (5.29)
Q”:%lz (Z,-Z,)-e". (5.30)

bestimmt werden. Eingesetzt in (5.21) folgt daraus:

_y(I-x)

U(x)= %lz (£, "‘ZL)'eZ‘(H) +%£2 (Z,-Z,) e =U,(x)+U,.(x). (5.31)

Der erste Term U, (x) beschreibt die hinlaufende Welle. Entsprechend beschreibt U, (x) die
ricklaufende Welle. Am Leitungsende gilt fiir das Verhéltnis von riicklaufender zu hinlau-
fender Welle das Verhiltnis

Qr (Z) _ Zz _ZL
U,() Z,+Z,’

(5.32)

]_/':

das als Reflektionsfaktor bezeichnet wird. Anschaulich gesehen wird die hinlaufende Welle
am Leitungsende mit dem komplexen Faktor r reflektiert. Von Interesse ist nun der Ein-

gangswiderstand der mit Z, abgeschlossenen Leitung. (5.29) und (5.30) eingefiigt in (5.21)
und (5.22) ergibt fiir den Leitungsanfang:

U =U)= %lz [(Zz +Z,) e + (Z,-Z,) e_z'l]: 1, [Zz coshyl+Z, SinhZZ], (5.33)

=10 =522,z - 2,20y e asinh 1+ 2, cosh]. - (5.34)
L L

Fiir den Eingangsimpedanz folgt damit:

Prof. Dr.-Ing. R. Laur - 109 - ITEM



Kapitel 5: Die homogene Doppelleitung Grundlagen der Elektrotechnik II

cosh yl + 43 sinh y/ 1+ Z. tanh y/
- Z, B Z, —
S =Z, 7 . (5.35)
Ly 1+ =2 tanh y/
{Z sinh y/ + cosh ZI} 7 Ve

IS

Zl ==l :Z(O):Zz

I~

E2%) =L

Im folgenden sollen drei spezielle Fille des Leitungsabschlusses betrachtet werden:

Mit Wellenwiderstand Z, = Z, abgeschlossene oder ,,angepalite Leitung:

Fiir den Reflektionsfaktor gilt
r(Z,=2,)=0, (5.36)

d.h., die hinlaufende Welle wird nicht reflektiert. Es existiert demnach nur die hinlaufende
Welle. Die Eingangsimpedanz wird gemél (5.35) gleich dem Wellenwiderstand:

Zl(Z2 :ZL):ZZZZL' (5-37)

Kurzgeschlossene Leitung Z, =0:

Die Spannung am Leitungsende mufl verschwinden. Dies ist anschaulich erfiillt, wenn die
hinlaufende Spannungswelle am Leitungsende mit entgegengesetztem Vorzeichen reflektiert
wird (U,(x=1)=-U,(x=1[)). Entsprechendes erkennt man am Reflexionsfaktor (5.32) fiir

den gilt:

r(Z,=0)=-1. (5.38)
Aus (5.35) folgt fiir die Kurzschluf3-Eingangsimpedanz:

Zy=2(Z,=0)=Z, tanhyl. (5.39)

Leerlaufende Leitung Z, =o0:

Der Strom am Leitungsende muf3 verschwinden. Dies ist nach (5.21) anschaulich erfiillt,
wenn die hinlaufende Stromwelle am Leitungsende die riicklaufende Stromwelle ausloscht.
Dies erfordert aber U', (x =1) =U",(x =1)). Entsprechendes erkennt man am Reflexionsfaktor

(5.32) fiir den gilt:

r(Z,=x)=1. (5.40)
Aus (5.35) folgt fiir den Leerlauf-Eingangsimpedanz:
VA
7 =7 (7. =0)= —=L 541
=AY Z1 (_2 ) tanh Z[ ( )

Nach (5.39) und (5.41) kénnen die Leitungsparameter aus Leerlauf- und KurzschluBmessun-
gen bestimmt werden:

Z,=NZyZy, (5.42)

tanh y/ = /é, 7:1artanh /é (5.43)
- YAY - Z,
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5.3 Verlustlose Leitung

Beim Modell der verlustlosen Leitung wird vorausgesetzt, dal Langswiderstand und Quer-
leitwert der Leitung zu vernachldssigen sind (R'— 0,G'— 0), so daB3 simtliche ohmschen

Verluste auf der Leitung verschwinden. Die Ubertragungskonstante wird damit imaginér:

y=a+jBf=(R+joL) G+ joC'") = joL'C". (5.44)

Fiir Ddmpfung und Phasenkonstante folgt
a=0, p=wJL'C', (5.45)

und der Wellenwiderstand wird reell:

Z,=2; :\/%- (5.46)

Phasengeschwindigkeit und Wellenldnge ergeben sich dann zu:

poo__ 1 (5.47)
B AL'C
T T 1
A= =y.T = = . 5.48
ﬂ '\/L'C' f\/L'C' ( )

5.3.1 Kurzgeschlossene, verlustlose Leitung
Aus (5.31) folgt mit Z, =0:

U =5 L2, =), (5.49)

Wird der Strom am /, am Leitungsende willkiirlich in die reelle Achse gelegt, folgt fiir die
reelle Zeitfunktion u(x,t):

u(x,t) =2 Re{U(x)- e/}

1
= EIZ -Z, -[cos(ot + (Il - x)) — cos(at — B(I - x)]
:%[2 -Z, -[cosa)t-cosﬂ(l—x)—sina)t-sinﬂ(l—x)—cosa)t-cosﬂ(l—x)—sina)t-sinﬂ(l—x)]

u(x,0y=~2-1,-Z, -sin Bl —x)-sinewt =~/2-U -sin Bl —x)-sinwt.  (5.50)
(5.50) stellt eine stehende Welle dar. An den Stellen

ﬂ(l_xuo):k'ﬂ’ l_xuO:k' :k'i’ (5'51)

%o =l-k-2. k=012.. (5.52)
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befinden sich Spannungsknoten, d.h. dort verschwindet die Spannung. Entsprechend wird an
den Stellen

V4 A A
/- “2ik-x, =1-Z—-k-Z, k=0,1,2... 5.53
ﬂ( xum) 2 + 7[ xum 4 2 ( )
die Amplitude der Spannung maximal. Dort befindet sich jeweils ein Spannungsbauch.

Abbildung 5.6 zeigt den Verlauf der Spannungswelle fiir unterschiedliche Zeitpunkte. Dabei
wurde der Nullpunkt des Koordinatensystemsystems ans Leitungsende gelegt.

Mit (5.22)

—y 1/” X
rx ~ rx
et ——.e"
L

I(x) =

NS

folgt aus (5.49)
Q(X) = %LZ .ZL . (eLB.(l—x) _ e_jﬂ.(l_x)) .

fiir den komplexen Strom auf der kurzgeschlossenen Leitung:

[(x) = %lz (P 1Yy, (5.54)
Daraus kann der Stromverlauf tiber die Leitung mit
i(x,t)=\/§-I-cosﬂ(l—x)-cosa)t. (5.55)
bestimmt werden. Der Strom verschwindet an den Stellen
A A
=1-Z .- Z, k=0,12... 5.56
sz 4 2 ( )

Die Amplitude des Stromes wird entsprechend an den Stellen

x, =l-k-=, k=0,1,2... (5.57)

maximal. Stromknoten befinden sich demnach an den Orten der Spannungsbduche und umge-
kehrt. Zusétzlich sind Strom und Spannung um eine Viertelperiode zeitlich verschoben, d.h.
die Strommaxima treten zeitlich auf, wenn die Spannung auf der Leitung verschwindet. Um-
gekehrt treten die Spannungsmaxima auf, wenn der Strom auf der Leitung verschwindet. Of-
fensichtlich werden die Energieformen periodisch ausgetauscht. Beim Strommaximum ist die
Energie vollstindig im magnetischen Feld der Leitung gespeichert, wiahrend beim Span-
nungsmaximum die Energie vollstindig im elektrischen Feld der Leitung gespeichert ist. Die
Energie pendelt zeitlich zwischen elektrischer und magnetischer Energie. Wirkleistung wird
auf der Leitung nicht verbraucht.

Prof. Dr.-Ing. R. Laur - 112 - ITEM



Kapitel 5: Die homogene Doppelleitung Grundlagen der Elektrotechnik II

Abbildung 5.7: Stehende Stromwelle bei kurzgeschlossener Leitung

Die Eingangsimpedanz der kurzgeschlossenen, verlustlosen Leitung folgt aus (5.39) fiir

?_’:J'ﬂzj%r und Z, = Z, nach (5.46):
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Z,=2Z, tanhj2iz%=jZL tan27r%=jX1k. (5.58)

Da die Leitung keine Wirkleistung aufnimmt, handelt es folgerichtig um eine Reaktanz, deren
Wert von der Lénge der Leitung abhdngt. Abbildung 5.8 zeigt die Abhéngigkeit der Impedanz
von der Leitungsliange. Fiir Leitungen bis zu einem Viertel der Wellenldnge, wirkt der Ein-
gang induktiv. Dartliber bis zur halben Wellenldnge wirkt sie kapazitiv. Leitungen der Lénge
Null und einem Vielfachen der halben Wellenldnge verhalten sich wie Serienschwingkreise in
Resonanz (Stromresonanz), d.h. die Impedanz verschwindet. Leitungen mit der halben Wel-
lenldnge verhalten sich wie Parallelschwingkreise in Resonanz (Spannungsresonanz), d.h. die
Impedanz wird unendlich. Das Verhalten wiederholt sich mit einem Vielfachen der halben
Wellenlénge.

induktiv: 0<i—k % < % k=012 (5.59)

kapazitiv: Aok At k=012 (5.60)
4 2 2

Stromresonanz: k -%, k=0,12... (5.61)
.4 A _

Spannungsresonanz: " +k ok k=0,12... (5.62)

" " induktiv

Z,(1)

kapazitiv

-5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

/A

Abbildung 5.8: Eingangreaktanz der kurzgeschlossenen, verlustlosen Leitung

5.3.2 Offene, verlustlose Leitung

Bei der offenen Leitung befindet sich ein Spannungsknoten am Leitungsende. Sie verhalt
sich, als sei am Ende eine kurzgeschlossene Leitung mit einer Lange, die einer Viertelwellen-

lange entspricht, angeschlossen. Eine offene Leitung der Linge 0 </ <% verhélt sich dem-

nach kapazitiv.
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”j I /
X, =Z, tan(2x 7 )=Z, tan(27z(z + Z)) =—cot(2x I)' (5.63)

5.3.3 Mit Reaktanz X, abgeschlossene, verlustlose Leitung

Eine Induktivitdt L verhélt sich wie eine kurzgeschlossene Leitung, deren Liange kleiner ein
Viertel der Wellenldnge ist und sich wie folgt ergibt:

Xlkza)-LIZLtaIlZiZ'L, Z:iarctana)'L. (5.64)
A 2r Z,

Eine mit einer Induktivitdt abgeschlossene Leitung verhdlt sich demnach wie eine Leitung,
die mit einer kurzgeschlossenen Leitung der entsprechenden Lénge abgeschlossen ist.

Eine Kapazitit C verhilt sich wie eine offene Leitung, deren Lénge kleiner ein Viertel der
Wellenldnge ist und sich wie folgt ergibt:
XU:—L:—ZLCOQHL:—L, Z:iarctana)-C-ZL. (5.65)
w-C 2r
tan 27 1

Eine mit einer Kapazitit abgeschlossene Leitung verhélt sich demnach wie eine Leitung, die
mit einer offenen Leitung der entsprechenden Linge abgeschlossen ist.

5.3.4 Mit Ohmschem Widerstand R, abgeschlossene, verlustlose Leitung

Fiir die Eingangsimpedanz einer mit Z, abgeschlossenen Leitung ergab sich nach (5.35):

1+ ? tanh y/
2,=2,———. (5.66)
Z,
1+==tanh y/
Z —_

=

Fiir die mit R, abgeschlossene verlustlose Leitung folgt damit:

YA YA
1+ =L tanh jB -1 1+ j=Lttan 51
R B J o it

Z, =R, - =R, - . (5.67)
l+&tanhj,8-l 1+j&tan,8-l
ZL ZL

Fiir die angepafite Leitung mit R, = Z, ist Z, = R,, d.h. der Eingangswiderstand ist gleich
dem Lastwiderstand. Die Leitung nimmt lediglich Wirkleistung und keine Blindleistung auf.
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Abbildung 5.9 zeigt fiir Ze =2 die Eingangsimpedanz parametrisiert mit der Leitungslidnge.
2

Bei verschwindender Leitungslinge mufl die Eingangsimpedanz offensichtlich gleich dem

Lastwiderstand werden. Wegen der Periodizitdt des Tangens ergibt sich diese Eingangsimpe-

danz jeweils bei /= k%, k=0,1,2.... Wegen des Pols des Tangens fiir %Jrk.;zwird die Ein-

gangsimpedanz reell jeweils fiir /= %Jr k %, k=0,12....

Im

Z
Abbildung 5.9: Impedanz der Leitung in Abhiingigkeit von der Leitungslinge (R—L =2)

2
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